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qui contient la résolution des équations littérales , la 
théorie élémentaire des suites, ceue'des fractions con- 
tinues et les premiers principes de F analyse indéterminée» 
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Alphabet pour faciliter la lecture des calculs où Von 
fait usage des lettres grecques, 

A«e Alpha* 

B0C Bêta. 

TyTc Gamma. 

AeT.,.. Delta. 

£ *• Epsilon* 

ZÇ Zêta. 

H 9 Éta. 

efl$ Thêta. 

Il Iota. 

Kk Cappa. 

\k Lambda. 

M/x.... Mu. 

Nf Nu, 

S? Xi. 

O© Omicron. 

Il *r*r K. 

Ppf... Rho. 

2 *■ r Sigma. 

Tt7 Tau. 

Ty Upsilon.; 

. •<!>..• Phi. 

Xx... Chi. 

*4 Pai. 

&?•••••••«.••• Oméga* 
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ËLÉMENS 
D'ALGÈBRE. 



I 



Votions préliminaires sur le passage de 
/"Arithmétique à /'Algèbre, 
explication et usage des signes algébri* 
ques. 

i. On adû remarquer dans le Traité élémentaire à'A- 
thmétiquc , plusieurs questions dont la solution se 
de deux parties : l'une ayant pour but de 

chercher auxquelles des quatre opérations fondamen- 
tales se rapporte la détermination du nombre inconnu 
par le moyen des nombres donnés , et l'autre l'appli- 
cation de ces règles. La première partie , indépen- 
dante de toute manière d'écrire les nombres ou de tout 
système de numération , repose entièrement sur le dé- 
veloppement des conséquences qui résultent explicite- 
ment ou implicitement de l'énoncé, ou de la manière 
dont cet énoncé lie les nombres donnés aux nombres 
inconnus , c'est - à - dire des relations qu'il établit 
entre ces nombres. En général on peut, si ces rela- 
tions ne sont pas compliquées, trouver par le simple 
raisonnement , la valeur des nombres inconnus. Il 
faut pour cela décomposer les conditions que r«n- 
Mlem. d'Algèbre. 1 a" édition. * 
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ferment les relations énoncées , en traduisant ées 
relations dans, une suite, de phrases équivalentes i 
dont la dernière doit être conçue en ces termes : 
L'inconnue égale la somme , ou la différence , ou le 
produit, ou le quotient de telles et telles grandeurs» 
L'exemple suivant éclaircirace que ces notions générales 
pourraient renfermer d'obscur. 

Partager un nombre donné en deux parties telles, que 
la première surpasse, la seconde d'un excès donné. 

Pour y parvenir, on observera, i°. que 

La plus grande partie est égale à la plus petite, 
plus l'excès donné, 

tet que par conséquent , si la plus petite partie était con- 
nue , en lui ajoutant cet excès, on aurait la plus grande : 
2°. que 

La plus grande partie ajoutée avec la plus petite 
partie , forme le nombre à partager. 

Substituant dans cette dernière phrase , à ces mots : la 
plus grande partie, l'expression équivalente rapportée 
plus haut , savoir : la plus petite partie , plus F excès 
dontéy on trouve que 

La plus petite partie, plus V excès donné , plus encore 
la plus petite partie , forment le nombre à partager. 

Mais alors la phrase peut être abrégée, en l'énonçant 
ainsi : 

Deux fois la plus petite partie , ajoutées avec l'excès 
donné , forment le nombre à partager ; 
«t on en conclut nécessairement que 

Deux fois la plus petite partie sont égales au nombre à 
partager, diminué de l'excès donné : 

• donc 

Une fois la plus petite partie est égale à la moitié de la 
différence entre le nombre à partager et Vepccès donné* 
Ou, ce qui est la même chose # 
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£a plus petite partie est égale à la moitié du nombre à 
partager, moins ta moitié del'excès donné. 

Voilà donc la question proposée résolue, puisque pour 
obtenir les parties cherchées, il aufTit de faire des opéra- 
tions purement arithmétiques sur des nombres connus. 

Si , par exemple , le nombre à partager était 9 , et 
l'excès de la plus grande partie sur la plu.- petite, 5 , la 
plus petite partie serait, d'après la règle ci-dessus, égale 
à i moins ï.ouà*, ou enfin à 3-, et la plus grande, corn» 
posée de la plus petite plus l'excès 5 , serait égale à 7. 

fi. Les raisonneniens , fort simples dans le problème 
proposé ci-dessus , mais très compliqués dans d'autres , 
ee composant, en général, d'un certain nombre d'ex- 
pressions, telle s qve ajouté à. diminuedc, estégalà, etc., 
répétées fréquemment , et qui tiennent aux opérations 
par lesquelles les grandeurs qui entrent dans l'énoncé 
de la question, sont liées entre elles, il est visible 
qu'on abrégerait beaucoup en représentant chacune de 
ces expressions par un signe; et c'est aussi ce qu'on fait, 
comme il suit. 

Pour indiquer l'addition, on se sert du signe -f, qui 
signifie plus. 

Pour la soustraction , on se sert du signe — , qui 
signifie moins. 

Pour la multiplication, on se sert du signe X, qui 
signifie multiplié par. 

Pour écrire que deux quantités doivent être divisées 
l'une par l'autre , on place la seconde sous la première, 



Enfin pourroarquer que deuxquanti tés sont égales, on 
met entre leurs expressions le signe = , quisignifiec^n/e. 

Ces abréviations, quoique delà très considérables , ne 
suffisent pas encore, car on est obligé de répéter souvent 
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le nombre à partqger, le nombre donné, etc., la plus petite 
partie , le nombre cherché, etc., ce qui allonge beaucoup* 
A l'égard des données, l'expédient qui s'est offert le 
premier „ a été de prendre , pour les représenter > 
des nombres déterminés qui servent d'exemple , comme 
on en use en Arithmétique; mais la chose n'étant pas pos- 
sible à l'égard des nombres inconnus, on y a substitué 
un signe de convention, qui a varié avec le temps. 
On s'est enfin accordé à employer les lettres de l'alpha- 
bet ; presque toujours on se sert des dernières , 
comme en Arithmétique on met une x pour le quatrième 
terme d'une proportion dont on ne connaît que les trois 
premiers; et c'est de l'usage de ces divers signes qu'est 
résultée Y Algèbre. 

Je vais , par leur moyen , reprendre la question du, 
n° 1 , et je représenterai l'inconnue ou le plus petit 
nombre par une lettre, x, par exemple; le nombre 
à partager et l'excès donné , par lei deux nombres 
9 et 5 ; la plus grande des parties cherchées sera 
exprimée par x+5, et leur somme parx + 5+x : 

on aura^donc 

a:+5 + a; = g ; 

mais en écrivant a x pour le double de la quantité x , il 

en résultera 

sa:-}- 5 = g. 

Cette expression montrant qu'il faut ajouter 5 au nombre 
2X pour former g, j'en conclurai que 2x=g — 5 > 

ou que ax = 4» et qu*enfin:r = ~=a» 

En rapprochant maintenant ce que signifient lesphrases 
abrégées que je viens d'écrire au moyen des signes 
convenus, de celles qui m'ont conduit à la solution 
par le raisonnement seul , on verra que les unes ne sont 
que la traduction des autres. 

Le nombre .a , résultat des opérations précédentes, 
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e convient qu'à l'exemple particulier quef'ni choisi , 
tandis que le raisonnement seul , en apprenant quo 
la plus petite partie est égale' à latiiaitiv du n omble 
à partager, moins la moitié de l'excès donné, fait veir 
comment le nombre inconnu se tpomposé-avec les noïn- 
bres donnés, et fournît une règle, à l'aide de laquelle 
on peut résoudre tous les cas particuliers compris dans 
la question. 

Cet avantage du raisonnement employé seul, tient à 
ce qu'en ne désignant aucun nombre en particulier , les 
nombres donnés passent sans altération d'une phrase â 
i'autre , tandis qu'en considérant des nombres détermi- 
nés , on effectue à mesure toutes les opérations qui se 
présentent sur ces nombres ; et quand on est par- 
venu au résultat, rien ne retrace comment le nombra 
s , auquel on peut arriver par une infinité d'opérations 
différentes , a été formé par les nombres donnés 9 et 5. 

3- On évitera ces inconvéniens en représentant , par 
des caractères indépendans de toute valeur particulière, 
et sur lesquels on ne puisse par conséquent effectuer au- 
cun calcul, le nombre à partager et 1'e.rcè.ï donné. Les 
lettres de l'alphabet sont très propres à cet usage ; et la 
question proposée peut , parleur moyeu, s'énoncer ainsi: 

Partager un nombre connu, représenté par a, en deux 
parties telles, que la plus grande ait sur la plus petite un 
excès donné, représenté par b. 

Désignant toujours la plus petite pari;, 

La plus grande sera exprimée par x + b ; 

Leur somme , ou le nombre à partager , sera équiva- 
lent kx + b + x , ou à nx + b : 

La première condition de la question donnera donc 

Maintenant il est visible que s'il faut ajouter au double 
"e x, ou à ax, la quantité fc, pour faire la quantité a, il 
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en résulte qu'il faut diminuer a de b pour obtenir acr* «t 
que par conséquent ax= a — » i. 

On conclura de là quela>moitiéd«a;rou:r=:-— — . 

Ce dernier résultat étant traduit en langage ordinaire» 
par la substitution des mots et des phrases que désignent 
les lettres et les signes qu'il renferme , donne la règle 
trouvée ci-rdessus, d'après laquelle, pour obtenir la plus 
petite des parties cherchées , on doit , de la moitié du 

nombre à partager, ou de •* , retrancher la moitié dp 
l'excès donné x ou ■*> 

Connaissant la plus petite partie , on aura la phi* 
grande en ajoutant à la plus petite l'excès donné. Cette 
remarque est suffisante pour achever de résoudre la\ 
question proposée; mais l'Algèbre donne plus, elle four-r 
nit une règle pour calculer la plus grande partie sans le 

111 . . . a b 

secours de la plus petite , et voici comment : 

étant la valeur de celle-rci , en l'augmentant de l'excès b , 

on aura pour la plus grande partie, ■*■ ? -f* b\ or > 

yb exprime qu'après avoir retranché de - la mot» 

tié de b , il faut ajouter au reste b tout entier , ou deux 
moitiés de b y ce qui se réduit à augmenter - d'une moi-» 

h ah 

tié de b ou de -. Il est évident par là que -r- + b ** m 

vient à - + -; et en traduisant cette expression, on ap** 
prend que ta plus grande des deux parties cherchée 
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PW e'gttfe à /a moitié du nombre à partager plus la 
loitié de l'excès donné. 

Dans la question particulière dont je me suis occupé 
1 premier lieu , le nombre à partager était g , l'excès 
d'une partie sur l'autre, 5 ; pour la résoudre par les 
s auxquelles je viens de parvenir , il faudra 
ffectuer sur les nombres 9 et 5 les opérations indiquées 
1 a et sur b. 

Lamoitiédeqétant-,etceuede5étaat- , ou aura 

r la plus petite partie , 

a a a 
wur la plus grande, 

2 ' a a ' 
4- J'ai désigné ci-dessus par x la plus petite des deux 
, et j'en ai déduit la plus grande : si l'on vou- 
lait chercher immédiatement cette dernière, on obser- 
u'en la représentant par x, l'autre serait x — b f 
ttisqu'onpassedela plus grande à la plus petite , en re- 
inchant l'excès de la première sur la seconde -, la 
bre à partager serait alors exprimé par x — b + x, 
uparax — b, et on aurait par conséquent 



e résultat fait voir que ax surpasse la quantité a de la 
intité b, et que par conséquent ax=: a -\-b. En pre» 
uit la moitié de ax et de la quantité qui lui est égale, 
tour avoir la valeur de 3: , on tire de là 



t qui donne, pour calculer la plus grande des deux 
ties cherchées, la même règle que ci-dessus. Je 
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ne m'arrêterai pas à en déduire l'expression de îa plus 
petite. 

Lamême relation entre des nombres donnés et des nom- 
bres inconnus, peut être énoncée de plusieurs manières 
très différentes -, celle qui a conduit à la question précé- 
dente , est aussi celle qui résulte de l'énoncé que voici : 

Connaissant la somme a de deux nombres, et leur dif* 
ference b , trouver chacun de ces nombres ; puisqu'en 
d'autres termes le nombre à partager est la somme 
des deux parties cherchées, et que leur différence est 
l'excès de la plus jjande sur la plus petite. Ce chan- 
gement dans les flpies de l'énoncé étant appliqué aux 
règles trouvées cirde^sus , elles donnent : 

Le plus petit des deux nombres cherchés est égal a ta 
moitié de la somme moins la moitié de la différence. 

Le plus grand est égal à la moitié de la somme plus ta 
moitié de la différence. 

5. Voici une question analogue à la précédente , maia 
un peu plus compliquée : 

Partager un nombre donné en trois parties telles, que 
V excès de la moyenne sur la plus petite soit un*nombre 
4onné, et V excès de la plus grande sur la moyenne ^oit 
un autre nombre donné. 

Pour fixer les idées , ]e donnerai d'abord aux nombres 
qonnus des valeurs déterminées : 

• Je supposerai que le nombre à partager soit a3o, 
Que l'excès de la partie moyenne sur la plus petite 

$oit 4o , ' 

Que l'excès de la plus grande partie sur la moyenne 

«oit 60. 

Désignant la plus petite partie par x, 

ka moyenne sera la plus petite plus ^Pj on x + 4°j 



n' a i r, è ni! f. 9 

Et la plus grande sera la moyenne plus Go, ou 
x + 40 + 60 ; 

Or, les trois parties prises ensemble doivent faire le 
nombre à partager : donc 

,r + ;r+4o + ;r+4o + 6o:= a3o. 
En réunissant d'une part les nombres donnés , et d« 
l'autre les nombres inconnus, x se rrouvera3 fois dans h 
résultat; et pour abréger, on écrira 
3j:+i4o=23o. 
Mais puisqu'il faut ajouter 140 au triple de 1 pour faire 
a3o, il s'ensuit qu'en ôtant i4ode a3o, on aura précisé- 
ment le triple de x, ou que 

3x = a3o — i4o, 
ou que 

3* = 9 o; 
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et il suit de làque:c=îL 



=80, 



En ajoutant à3o l'excès 4° de la moyenne sur la plus 
petite , on aura 70 pour la partie moyenne. 

En ajoutant à 70 l'excès 60 de la plus grande partie 
a moyenne, on aura i3opour la plus grande partie. 
G. Si les nombres connus étaient diffërens de ceux 
j'ai mis dans l'énoncé, on résoudrait encore la ques- 
en suivant la marche tracée dans le numéro précé- 
; mais on serait obligé de répéter tous les raisonne- 
s et toutes les opérations par lesquelles on estpar- 
i au nombre 3c , parce que rien ne montre comment 
5 nombre se compose des nombres donnés, a3o , 4 ,J 
t 60. Pour rendre la solution indépendante des valeurs 
rticulièresdes nombres, et faire voir comment la valeur 
nnuese forme au moyen des quantités connues, 
e vais énoncer le problème ainsi : 
Partager le nombre donné a en trois parties telles , auo 



io élément 

Vexcès de la moyenne-sur la plus petite soit un nombre 
donné b , et l'excès de la plus grande sur la moyenne soit 
lin nombre donné c. 

En désignant comme ci-dessus par x la quantité in- 
connue , et en écrivant , à l'aide des signes convenus et 
des symboles, a, b , c, qui représentent les quantité* 
connues de la question, les raisonnera ehs faits précédera* 
ment sur les nombres, on formera de nouveau 

la plus petite partie x , 

la moyenne x + b x 

la plus grande x -f b + c ; 

et la réunion de ces trois parties faisant le nombre 4 
partager , iKaudra que 

x + x -f- b •+• x + b -f- c = a. 

Cette expression, toute simple qu'elle est, peut encore 
s'abréger ; car puisqu'elle montre que x entre trois fois, 
dans le nombre à partager, et que b y entre deux fois , au, 
lieu de x-\- x-\- x , j'écrirai 3x, au lieu de+£4-^>. 
j'écrirai -f- ai, et il viendra 

3a? + ai -f- c = a. 

Cette dernière expression fait connaître qu'il faut 
ajouter au triple du nombre représenté par x , le double 
du nombre représenté par b et encore le nombre c, pour 
former le nombre a\ il s'ensuit que si du nombre a, ou 
ôte le double du nombre b, puis encore le nombre c p 
on aura précisément le triple de x, ou que 

Zx—a — ai-— c; 

or x étant le tiers de trois fois x , ou de 3x , on en concl ura 
que 

a — ai — c 



x-=. 
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Il faut bien remarquer que n'ayant assigné aucune 
valeur particulière aux nombres représentés par a, % b x c , 



d'algèbre. il 

le résultat auquel je suis parvenu ne donne non plus au- 
cune valeur pour x \ il indique seulement quelles opé- 
rations il faut faire sur ces nombres lorsqu'on leur 
assigne une valeur, pour en déduire celle de Tin- 
connue. 

En effet, l'expression = , à laquelle x est 

égal , peut être rendue dans le langage ordinaire , en 
écrivant , à la place des lettres , la dénomination des 
nombres quelles représentent, et à la place des signes, 
renonciation des opérations qu'ils indiquent; on formera 
ainsi cette phrase : 

Du nombre à partager, ôtez le double de V excès de la 
partie moyenne sur la plus petite , et encore l'excès de 
la plus grande sur la moyenne, et prenez le tiers du reste. 

En suivant cette phrase à la lettre , on déterminera, 
par les premières opérations" de F Arithmétique , la plus 
petite partie. Le nombre à partager étant, par exemple, 
fl3o, les excès 4o et 60, comme dans le numéro précé- 
dent, on ôtera de a3o, deux fois 4°> ou 80, et 60, il 
restera go, dont le tiers sera 3o, ainsi qu'on l'a déjà 
trouvé. 

Si le nombre à partager était 520 , les excès 5o et 120» 
on ôterait de 5ûo deux fois 5o, ou 1 00, et 1 20, il resterait 
5oo,dont le tiers, ou 100, serait la plus petite partie ; on 
, formerait les deux autres en ajoutant 5o à 100, ce qui 
ferait 1 5o ; puis 1 20 à ce résultat , ce qui ferait 270 : 
ainsi , les trois parties demandées seraient 

100, i5o, 270, 

et leur somme serait 520 , ainsi que l'exige la question. 

C'est parce que les résultats algébriques ne sont le 
plus souvent que l'indication d'opérations à effectuer sur 
des nombres pour eu trouver d'autres, qu'on les appelle 
en général formules* 
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Cette question, quoique plus compliquée que celle da 
numéro 1 , peut encore être résolue avec le langage 
ordinaire ; 'c'est ce qu'on voit dans le tableau ci-joint , 
où Ton a placé vis-à-vis de chaque raisonnement, sa tra- 
duction en caractères algébriques. L'examen attentif de 
ce tableau ne doit laisser aucun doute -sur l'utilité de 
l'Algèbre et sur les circonstances de son invention. 
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7. Les signes convenus dans le numéro 2 rie sont pas 
les seuls dont on se serve en Algèbre ; de nouvelles 
Considérations en introduiront par la suite de nou* 
veaux. On a déjà dû remarquer que j'ai indiqué 
dans le numéro 2, la multiplication de x par 2, et 
dans les numéros 5 et S, celle dex p4|3, délie de b par 2* 
en plaçant seulement ces chiffres au-devant des lettres 
x et b , sans aucune interposition de signe , et j'en 
«serai ainsi désormais ; en sorte que tout nombre placé 
à la gauche d'une lettre sera multiplicateur du nombre 
que représente cette lettre. 5x, 5a , etc. désigneront 

3 OX' 

5 foisar, 5 fois a> etc.-pj? ou — — , etc. désigneront les 

4 4 

| de x ou 3 fois x divisées par 4 > etc. 

En général, la^ multiplication s'indiquera désormais en 
mettant les facteurs à la suite les uns des autres, sans 
aucune interposition de signe, toutes les fois qu'il n'en 
résultera pas de confusion. 

Ainsi, les expressions ax, bc, etc. seront équivalentes 
àaX^^X^ etc. , mais on ne pourra pas supprimer 
le signe X lorsqu'il s'agira des nombres , car alors l'ex- 
pression 3X5, dont la valeur est i5, devenant 35 par 
l'omission du signe X > changerait entièrement de signi- 
fication. Dans ce cas , on substitue souvent un point au 
signe X i et on ecr it 3 . 5. 



Des Équatîo 
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8. En examinant avec attention la solution des pro- 
blèmes desnuméros3et6,on la trouvera Composée de 
: parties bien distinctes. Dans la première, on 
an moyen des caractères algébriques , les 
relations que l'énoncé de la question établit entre les 
intit es connues et les quantités inconnues, et celacon- 
ilerdeux quantités entre elles, savoir : 
Dans le numéro 3 , les quantités ax + beta, 
Dans le numéro 6 , les quantités 3_c -+- 26 -f- c et a. 
s de cette égalité on déduit une suite de conaé» 
uences qui mènent enGn à égaler l'inconnue x à un 
*e de quantités données, liées entre elles par de» 
ipérationsque l'on sait effectuer : voilà la seconde partie 
'a solution. 

Les deux parties que je viens d'indiquer se retrouvent 
ins presque tous les problèmes qui sont du ressort de 
Vlgèbre. Il est difficile de donner , au moins pour le 
ment, une règle d'après laquelle on puisse effectuer 

I première partie , celle qui a pour objet la traduction 
n caractères algébriques des conditions de la question. 

II faut, pour y réussir, se familiariser avec récriture 
lgébrique, et acquérir l'habitude de décomposer l'é- 

mcé d'un problème dans toutes ses circonstances, 
t explicites, soit implicites. Mais lorsqu'on est par- 
à former les deux nombres que la question sup- 
égaux entre eux, il y a des procédés métho-- 
;s pour déduire de cette expression algébrique la 
aleur de l'inconnue , ce qui fait l'objet de ta seconde 
e de la solution. Avant de les faire connaître, j'ex- 
pierai quelques dénominations dont les algébristes se 

Une équation est l'égalité de deux quantités. 



L'ensemble des quantités qui sont d'un même côté du 
ligne = , se nomme membre ; une équation a deux 

Celui qui est à gauche s'appelle le premier membre; 



Dans l'équation ax 4- b — a , 2X -f- b est le premier 
membre, a est le second membre. 

Les quantités qui composent un même membre , lors- 
qu'elles sont séparées par les signes+ ou — , se nomment 
termes. 

Ainsi le premier membre de l'équation ax + b = a 
renferme deux termes , savoir : axet + b. 

L'équation \x-\-7 = Sx — 12, a deux termes dan* 
chacun de ses membres, savoir : 

\ x et + 7 dans le premier, 
8 x et — 12 dans le second. 

Quoique j'aie pris au hasard, et pour servir d'exem- 
ple, l'équation^ x-f 7— 8x — 1 a, elle doit être consi- 
dérée, ainsi que toutes celles dont je parlerai par la 
suite} comme venant d'un problème dont on peut tou- 
jours trouver un énoncé en traduisant en langage ordi- 
naire l'équation proposée. Celle dont il s'agit revient à 

Trouver un nombre x tel , qu'en, ajoutant j.aux {dex, 
la somme soit égale à Sfoisx moins la. 

De même , l'équation ax -f- bc — cx^=ac — bx, dans 
laquelle les lïttres a, b , c sont censées représenter des 
quantités connues , répond à la question suivante : 

Trouver un nombre x tel , qu'en le multipliant par un 
nombre donné a , puis ajoutant le produit des deux 
nombres donnés bel c, et retranchant de cette somme 
le produit d'un nombre donné c par le nombre x, on ait 
un résultat égal au produit des nombres a et c diminué 
de celui des nombres b et x. 
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C'est en s'exerçant beaucoup à passer du langage ordi- 
naire à l'écriture algébrique, et à rendre celle-ci dans le 
premier, qu'on parviendra à se familiariser avec l'Algè- 
bre, dont la difficulté ne consiste guère que dans la par- 
faite intelligence des signes et de leur emploi. 

Tirer d'une équation la valeur de l'inconnue , ou par- 
venir à avoir cette inconnue seule dans un membre, et 
des quantités toutes connues dans l'autre , c'est ce qu'on 
appelle résoudre cette équation. 

Les diverses questions qu'on peut avoir à résoudre 
conduisant à des équations plus ou moins composées , on 
a partagé celles-ci en plusieurs classes ou degrés. Je 
vais nroccuper d'abord des équations du premier 
degré. On nomme aîusi les équations dans lesquelles les 
inconnues ne sont multipliées ni par elles-mêmes, ni 
entre elles. 

De la résolution des équations du premier- degré à une 
seule inconnue. 

o. On a déjà vu que résoudre une équation , c'est 
arriver aune expression dana laquelle l'inconnue seule 
dans un membre soit égalée à des quantités connues, corn- 
-binées entre elles par des opérations qu'on sache effec- 
tuer. 11 suit de là qu'il faut , pour amener une équation 
à cet état, dégager l'inconnue des quantités connues avec 
lesquelles elle se trouve combinée; or l'inconnue peut 
se trouver mêlée de trois manières, avec les quantités 
connues : 

i°. Par addition et soustraction , comme dans les 
équations 






*-r-5 = 9— x, 
a-f- x=b — x; 

£lém. d'Alzèhre. 12 e édition. 
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a°. Par addition, soustraction et multiplication, 
comme dans les équations 

7 x — 5 = 12 + 4 x f 
a x — b z=zcx-\~d\ 

3°. Enfin par addition , soustraction , multiplication et 
'division , comme dans les équations 



12 



On d^|ge Knconnue des additions et soustractions 
où elle entre avec des quantités connues, en rassemblant 
dans un seul membre tous les termes ou elte se trouve ; 
et pour cela ; il faut savoir faire passer un terme d'un 
membre dans un autre. 

10. Par exemple, dans 1* équation 

7a? — 5= 12 + 4^* 
il faut passer le terme £x àxi second membre dans le 
premier , et le terme — 5 du premier dans le second. 
Pour cela, on doit observer qu'en effaçant + 4^ dans 
le second membre , on le diminue de la quantité 4 x , et 
<Ju*il faut opérer la même soustraction sur le premier 
membre , pour conserver l'égalité de ces deux mem- 
bres; oh écrira donc — /^x dans W premier membre, 
qui deviendra *jx- — 5 — 4 X '» et l° n aura 

7X — 5 — 4 <r = 12 » 
Effacer — 5 du premier membre , c'est supprimer la soûl* 
traction indiquée de 5 unités ; c'est par conséquent 
augmenterxe membre, de 5 unités ; on doit donc , pour 
conserver 1 égalité , augmenter aussi le second membre 
de 5 unités, ou écrire + 5 dans ce membre : il deviendra. 
12 -f- 5 , et l'on aura, - 

7 x — :4*~ 12+5. 



En effectuant les opérations indiquées , il en résultera 
l'équation 3 a; =17. 

Par ces raisonnemens , qu'on peut appliquer à quelque 
exemple que ce soit , on voit qu'en effaçant dans un 
membre un ternie affecté du signe -f- , et qui par consé- 
quent augmentait ce membre) il faut soustraire ce terni© 
de l'autre membre , ou l'y écrire avec le signe — ; qu'au 
contraire , quand le terme qu'on efface a le signe — , 
comme par sa présence il diminuait le membre où il était, 
il faut augmenter l'autre membre du même terme -, 
ou l'y écrire avec le signe -j-. On conclura de là cette 
règle générale : "" 

Pour faire passerun terme quelconque d'une équation, ' 
, d'un membre dans l'autre, il faut l'effacer dans le mem- 
bre où Use trouve, et l'écrire dans l'autre avec un signé 
Contraire à celui qu'il avait d'abord. ' 

Pour mettre cette règle en pratique , il faut faire at- 
tention que le premier termAle chaque membre, quand 
il n'est précédé d'aucun signe , est censé avoir le signe -f- . 
C'est ainsi qu'en passant le terme ex de l'équation litté=- 
rale ax — b=cx -\-d, du second membre dans le pre- 
mier , on aura 

ax — b — €x—d' $ 

passant ensuite le terme — b £u premier membre dans le 
Second , il viendra 

ax — cx = a-f-4. 

* 

1 1 . Par le moyen de la règle précédente , on peut 
d'abord réunir dams un des membres tous les termes af~ 
fectés de l'inconnue , et dans l'autre toutes les quantités 
connues ; et sous cette forme , le membre où se trouve 
l'inconnue , peut toujours se décomposer en deux fac- 
teurs , dont l'un ne contient que des quantités données , 
et dont l'autre est l'inconnue seule. 

Cette simplification se présente d'elle-même toutes le j 

a.. 
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fois que l'équation proposée est numérique , et qu'elle ne 
contient point de fractions, parce qu'ajors tous les termes 
affectés de l'inconnue se réduisent à un Seul. Si Ton 
avait, par exemple, \ox + yx — 2 37=25 -{- 7; en 
effectuant les opérations indiquéesdans chaque membre, 
on trouverait successivement 

\JX — 207=32, *' 

1 5 x = 32 ; 
et i5x sje décomposant dans les deux facteurs i5 etx, 
on aurait le facteur inconnu x, en divisant par le fac- 
teur donné i5, le nombre 3a égal au produit i§ x : 
il viendrait 

_32 ' 

La décomposition se fait de même dans les équations 
littérales semblables à 

t ax^bc\ 

parce que le terme a x désigne immédiatement le pro- . 
duit de a par x : on en conclut 

_6c 

a ' 
*. Soit maintenant l'équation 

ax — 6o?-|-ca: = oc— bc, 

* 

qui Contient trois termes affectés de l'inconnue. Puisque 
aXybxy ex y représentent les produits respectifs de x > 
par les quantités a, b, c, l'expression ax — ix+cx, 
traduite en langage ordinaire , donne ctette phrase : 

De x pris d'abord autant de fois qu'il y a d'unités 
dans a, retranchez autant de fois xqu'ily a d'unités dans 
b , et ajoutez au résultat la même quantité x prise aji~ 
tant défais qu'il y a d'unités dans c. 

Il suit de là qu'en tout l'inconnue x se trouve prise 
mitant de fois qu'il y a d'unités dans la différence des 
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nombres a et b , augmentée du nombre c, c'est-à-dire autant 

de fois que le marque le nombre a — b + c : lés deux 

facteurs du premier membre sont par conséquent a— i-j-c 

et a: : on a donc 

ac — bc ^ 

-.. a — b + c * 

Ce raisonnement , qu'on peut appliquer à tout autre 
exemple / fait voir qu'après la réunion dans un seuï 
membre ^ des divers termes contenant l'inconnue , le fac- 
teur qui multiplie cette inconnue se forme de toutes les 
quantités qui la multiplient isolément , assemblées avec 
les signes dont elles sont précédées; et on obtient l'in- 
connue en divisant le membre tout connu parle facteur 
dont il s'agit. 

D'après cette règle i l'équation ax — 3 a:= è c donne 

bc 
x— — 



-3* 
De même l' équation jc -j- ax-=ic — d conduit à 

c — d 

x— — - — , 
1 -f- a 

parce qu'il faut observer que la lettre x étant seule , 
doit être regardée comme multipliée par l'unité. On voit 
d'ailleurs que dans x-f- a x , l'inconnue x se trouve con- 
tenue une foisde plus que dans a x , et est par conséquent 
multipliée par î + a. 

12. Il est visible que siious les termes de l'équation 
contenaient un facteur commun , on pourrait supprimer 
ce facteur sans troubler l'égalité , puisqu'on ne ferait que 
diviser par un même nombre toutes les parties des deux 
quantités que l'on suppose égales entre elles. 

Soit pour exemple l'équation 

Sabx — $bcdz=i iQbdx-{-i5abc. 
J'observe d'abord que les nombres 6, 9 f 1 2 et 1 5 , sont 
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divisibles par 3 ; et en supprimant ce facteur , je ne ferai, 
que prendre le tiers de toutes les quantités qui forment 
l'équation : j'aurai, après cette réduction , 

zahx — 3icrf=4^^^-rr5 abc. 

J'observe ensuite que la lettre 6, combinée dans chaque 
terme par voie de multiplication , indique un facteur 
♦commun à tous ce$ termes; je la supprimerai donc 
aussi, et-il viendra 

a ax — 5 c dr=4 dx-f- 5 a c. 

En appliquant à cette dernière équation les règles des 
numéros io et 1 1 , j'en tirerai successivement , 

aaar — 4dx-=z5ac-\-Zcd, 
1 5ac-f-3cd 

jj — — ; ' • • 

a a — ^d 

i3. Je passe maintenant aux équations dont les termes 
ont desdiviseurs : on pourrait leur, appliquer immédiate- 
ment les règle s pré cèdent es, toutes les fois que l'inconnue, 
n'entre point dans les dénominateurs ; mais il est souvent 
plus simple de ramener tous les termes au même dénomi- 
nateur, qu'on peut supprimer ensuite. 

Soit, par exemple , l'équation. 

qx , , Lx . 5.x, 

J'observerai que T Arithmétique fournit des règles pour, 
réduire <J^s fractions au même dénominateur, et pour 
convertir des entiers en fractions d'une espèce donnée 
{Aritkme %, 67)., et je transformerai par ces règles , 
en fractions de même dénominateur . tous les termes 
^e l'équation proposée. 
En commençant d'abord par les fractions, qui sont 

ax é±x 5x. 

T* X' "%* 
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jp les changerai , par la première des règles citées, eii, . 
' 5x7Xax 5X7 X4* 5x5x5x 

3X5X7 K 3X5X7 * 3x5X7 ' 

puis pour convertir lea entiers 4 et la en fractions, il n'y 
aura plus qu*à les multiplier par le dénominateur com- 
mun des fractions, savoir : par 3 X 5 X 7 > et Ton aura 

3X5X7X4, 3X5X7X w. 

Replaçant ensuite tous ces termes .dans l'équation pr«- 
Jjosée , elle deviendra 

5x7Xax ' 5x5X7X4 
3X5X7 T 3x5X7 

_ 5X7X4* . 5x5X7Xi2 _ 5x5x5x m 

~ 3X5X7 3x5X7 3x5x7 5 

et Ton y pourra supprimer le dénominateur , puisqu'on 

% ne fera par là que multiplier toutes ses parties par ce 

dénominateur ( Arithm. 54 ) , ce qui ne saurait troubler 

l'égalité. Il viendra , après cette suppression , ' 

5X7X»* + 3X5X7X4 
=3X7X4* + 3x5X7Xia — 3X5X5^,. 

ou 7ox + 4^o==84x+ia6o — 75;r, 

équation sans dénominateur , de laquelle on tirera là 
valeur de x par les règles précédentes. 

L'inspection du résultat ci-dessus , et-même- l'applica- 
tion seule des règles d'Arithmétique citées, fait voir évi- 
demment que , dans l'opération dojit il s'agit , lesnumé- 
rateur^Le chaque fraction doivent être multipliés par le 
produit des dénominateurs de toutes les autres , les en* 
y tiers, parle produit de tous les dénominateurs; et il ne 
faut tenir aucun compte du dénominateur commun dçs 
fractions résultantes. 

L'équation 700:+ 4 20 =84 ^:+ ia6o—- 7.5 a?deyieBt 
I^çcessivement 
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70a: +*7^^ — 84^ = 1200— 420 

6iar = 840 % 

_ 84o_ -47 

X " ^» ~* — - lOp • 

01 01 

Le même procédé s'applique aux équations littérales, 
en observant qu'on ne peut alors qu'indiquer les multi- 
plications , qui s'effectuent lorsqu'il s'agit des nombres. 

Soit , par exemple , l'équation 

ax _dx fg 
b ~ C ~ e + TT' 
on en déduira 

ehXax — beh-X, c — bhXdx-^-béXfg, 

résultat qu'on peut écrire plus simplement en plaçant, 
conformément à la convention établie dans le n° 7 , à 
côté les uns des autres , sans interposition de signe , les 
facteurs dé chaque produit, et en intervertissant l'ordre 
des multiplications pour conserver l'ordre alphabétique , 
plus facile dans renonciation des lettres : il viendra 

aehx — bceh=zbdhx -f- befg 9 
d'où l'on conclura 

aehx — bdhxz=zb efg + b c e h , 

befg-\-b ceh 

a eh — bdh 

14. Quoiqu'on ne puisse donner aucune règle géné- 
rale et précise pour former l'équation d'une question 
(Quelconque , il existe cependant un précepte dont l'ap- 
plication bien entendue ne manquerait pas de Conduire 
au but proposé. Voici ce précepte : \ i 

Indiquer, àV aide des signes algébriques , sur les quan- 
tités connues , représentées soi% par des nombres > soit 
par des lettres, et sur les quantités inconnues représentées 
toujours par des lettres, les mêmes raisonnemens et les 



a l c> È n r. e. ! a5 

lêmes opérations qu'il faudrait effectuer pour vérifier 
:s valeurs des inconnues , si elles étaient données. 
Pourenfaire usage, il faiîtd'abord déterminer avec soin 
es sont les opérations que l'énoncé de la ques- 
■enferme , soit explicitement , soit implicitement ; 
c'est précisément en cete que consiste la difficulté 
e mettre enéquatianun problème proposé, 

i quelques exemples pour montrer l'application 
u précepte ci-dessus. J'ai choisi les deux premiers parmi 
:s questions résolues en Arithmétique, afin de montrer la 
cilité que l'écriture algébrique apporte au développe- 



'. Soient deux fontaines , dont la première, coulant 
•ule pendant a h ^ , remplit un certain bassin, et dont la 
inde remplit le même bassin en caulantseule pendant 
; combien faudra-t-H de temps pour qu'il soit rempli 
ries deux fontaines coulant à la fois? 

e temps était donné, on le vérifierait en calculant 
«quantités d'eau versées par chaque fontaine, et réu- 
nit les résultats , on s'assurerait qu'ils composent la 
ité de l'eau que peut contenir le bassin, 
ur former l'équation, on désignera par x le tenip* 
mu , et on indiquera sur x les opérations énoncées 
dessus ; mais afin de rendre la solution indépendante 
s nombres donnés, et même d'abréger l'expression 
c de l'énoncé qui sont fractionnaires , on les 
présentera aussi par des lettres; on pourra écrire a au 

î, et i au lieu de"5 h l. 
Cela posé , en prenant, comme en Arithmétique , la 
capacité du bassin pour unité , on verra que 

Lapremièrefontainequileremplitseule en un nombre n. 
d heures , y verse , dans une heure , une quantité d'eau 



marquée par la fractio 



et que par conséquent elle 
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fournira dans un nombre x d'heures la quantité x X - , 

ou ^- ( Arithm. 53 )• 
a > 

La seconde fontaine , qui remplit re même bassin en, 
fc d'heures , y versé , danAme heure , une quantité d'eau, 

exprimée par la fraction 7 ; et par conséquent dans ua 
nombre x d'heures , elle fournira la quantité x X 7 ou t .. 

' La quantité totale d*eau fournie parles deux fontaine,*. 

sera donc 

x , x 

et Cette quantité devant égaler celle que contient te 
bassin , et qui a été prise pour unité , on aura enfi^t 
l'équation 

*' XX 

Cette équation , traitée par les règles précédentes, con- 
duit 4 

La dernière formule donne y pour ^résoudre tous les. 
cas de la question proposée , cette règle fort simple : 

Divisez le produit des nombres qui marquent le temps, 
que met chaque fontaine en particulier à remplir le basr 
sin, par lasomme de ces nombres; le quotient marquera 
le temps qu'il faudra aux deux fontaines pour le remplir 
simultanément. 

En appliquant, cette règle aux nombres de l'énoncé,. 
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fl?. Soit ^ un nombre à partager en trois parties, ayant 
entre elles les mêmes rapports que les nombres donnés 
m , n et p. # 

Il est yisible que la vérificatiqn de la question se ferait 
f»mme il suit : * 

En désignant par a? la i re partie , on aurait 

m:7i::a;:la2 e partie= — (Arithm. 116.) 

m 

m:p::x:la3^partie=s-— ; 

m 

et réunissant les trois parties , il faudrait trouver le 
nombre à partager : on aura donc l'équation 

+ nx • , px 
— +£— :±: a. 
m ' m 

En réduisant tous ses termes au dénominateur m, elle 
Reviendra 

m x -f- ri x -|- p x zzz a m , 

et on en tirera 

• ■ - 

a m 

X =r -r --, ' 

Ge résultat n est que la traduction algébrique de la 
règle de société ( Arithm. 124) ; car en regardant les 
nombres m, n, p, comme désignant les mises des mar- 
chands, m + rc-Hp est la mise totale, a le bénéfice à 
partager, et l'expression 

indique quime part s f obtient en multi- 



/n-f-Ti+p 
pfcajit famise correspondante par le bénéfice total, et 
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en (Misant le produit par la somme des mises , ce qui 
revient à la proportion 

la mise totale l une mise particulière 
Il le gain total l au gain particulier. 

i5. La formation de l'équation du problème suivant 
exige des observations particulières qui ne se sont pas 
encore présentées. 

Un pêcheur , qflh d'encourager son fils, lui promet 
5 centimes par chaque coup de filet dans lequel il aura 
pris du poisson, mais aussi il remettra à son père 3 cen- 
times pour chaque coup infructueux. Après 12 coups 
de filet , le père et le fils règlent leur compte. Le premier 
doit au secondtô centimes. Combieny a-4-ileu de coups 
de filet heureux ? 

Si on représente le nombre de ces coups par x , le 
nombre des coups infructueux sera 12 — x\ et si ces 
nombres étaient donnés, on les vérifierait en multipliant 
5 centimes par le premier, pour obtenir ce que le père 
doit donner au fils , et 3 centimes par le second , pour 
avoir ce que le fils doit remettre au père : le premier 
nombre devrait surpasser le second des 28 centimes que 
le père doit à son fils. 

On aura pour le premier nombre , x de fois 5 centimes 
ou 5x. A Tégard du second nombre , il se présente une 
difficulté : comment obtenir le produit de 3 par 12 — x? 
Si , au lieu de x , il y avait un nombre donné , on effec- 
tuerait d'abord la soustraction indiquée, puis on multi- 
plierait 3 par le reste ; mais pour le moment la chose 
n'est pas possible, et il faut tâcher d'effectuer la multi- 
plication avant la soustraction , ou au moins de ramener 
lé résultat à un ensemble de termes^galgébriques sem- 
blables à ceux que contiennent les équations qu'on sait 
résoudre. 

Avec un peu d'attention , on voit qu'en prenant 1 2 fois 
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le nombre 3, on répète 3 autant de fois de trop qu'il y a 
d'unités dans le nombre x , dont on aurait dû préalable- 
ment diminuer le multiplicateur la, en sorte que levéri— 
table produit sera 

36 diminué de 3 pris x fois ou de 3 x , 
nu 36 — 3 x. 

Cette conclusion peut se vérifier facilement , en don- 
nant à x des valeurs numériques. Si , par exemple , x 
était égal à 8 , on aurait 3 à prendre i a fois -— 8 foi6 , 
et si on négligeait — 8 fois, on mettrait dans le résultat 
8 fois de trop le nombre 3; le véritable produit sera donc 

3X ia — 3 X 8 = 36 — 24= 12. 
Ce résultat s'accorde avec celui qu'on obtient en retran- 
chant d'abord 8 de 1 2 ; car alors 

12-8 = 4 et 3X4 = 12- 

Cela posé , puisque l'argent dû par le père à son fils 
est exprimé par 5.c , et que celui que le fils doit à son 
père est exprimé par 36 — 3x, il faut que le second 
nombre retranchédu premier, donne pour reste 28; 
mais encore ici nouvelle difficulté : comment retrancher 
36 — 3x de Sx, sans avoir soustrait d'abord 3x-de 36? 

On élude cette difficulté en observant que si l'on né- 
gligeait le tenue — 3 x , et qu'on retranchât de 5 a: le 
nombre 36 tout entier, on aurait nécessairement oté 5 x - 
de trop , puisque ce n'est qu'après avoir diminué 36 de 
3x, qu'ilfaut le retrancher de Sx. Ainsi, la différence 
5x — 36 doit être augmentée de 3x pour former la 
quantité qui doit rester après qu'on a 6té de 5x le 
nombre exprimé par 36 — 3 x : cette quantité sera donc 

Sx — 36 + 3*; 
et on, aura l'équation 

5r— 36 + 3x-=28-, 
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qui revient successivement à 

8jc— 36 = 28, 

8x= 28 + 35, * 

8x=64, 
*=*=8. 
Il y a donc eu 8 coups de filet heureux et 4 d'infruc** 
tueux. 

En effet, 8 coups à 5 centimes, doiinerit4o centimes. 
4 coups à 3 Sonnent 12 

différence 28 

, comme l'exige Y énoncé de la question. 

Si on voulait rendre la solution générale ', On repré- 
senterait par a la somme que le père donne à son fils pour 
chaque coup de filet heureux, par b celle que le fils 
rend à son père pour chaque coup de filet infructueux^ 
par c le, nombre total de coups de filet , et par d ce que 
le père doit à son fils après ce nombre de coups. En 
désignant toujours par x le nombre de coups heureux i 
c—x serait celui des coups infructueux ; chaque coup 
«âelàpremière espèce valant au fils une somme a, x coupa 
vaudraient a^xon ax, et les coups infructueux vau- 
draient au père là somme b , multipliée par le nombre 
c — x. 

Le raisonnement par lequel oh a trouvé les parties 
dont se compose le' produit de 3 par 12 — x , s'applique 
également au cas général. Si on néglige d'abord — x 
pour former le produit bc , de & pair c tout entier , là 
somme b sera répétée x fois de trop , et par conséquent 
le véritable produit sera b c — bx. 

Pour retrancher ce produit de la somme ax, il faut 
observer aussi , comme dans l'exemple numérique ' y que 
si on retranchait la quantité bc toute entière, on ôterait 
de trop la quantité bx dont la première doit être dimi- 
nuée d'abord ; et que par conséquent le véritable reste 
n'est pas seulement ax — bc 1 , maisax — bc-^bx. 



D* A L G i b a B. 3l 

Cette somme devant être égale à d t l'équation du 
problème sera 

ax — bc + bx — é t 
tt donnera 

ax+bx — d+bc, 

_ d + bc 

Cette formule générale indiquant quelles opérations 
il faut faire sur les nombres donnés a , b, c,d, pour 
obtenir l'inconnue x, on peut ou la traduire en règle, ou 
bien y écrire à la place des lettres a, b, c, d, les nombres 
donnés*, le dernier procédé est ce qu'on appelle substituer 
les valeurs des données, ou mettre la formule en nombres. 
En y appliquant ceux de l'exemple ci-dessus, il vient 

28 + 3XJ2 

X 5x3 S 

et en effectuant les opérations indiquées , on a , comme 
plus haut, 

*- — 8~-T~ 8 ' 

Méthodes pour effectuer , autant qu'H est possible, les 
opérations indiquées sur les quantités représentées par 
des lettres. 

16. La question précédente a fait voir qu'il fallait; 
dans certains cas, décomposer en multiplications partielles 
une multiplication indiquée sur la somme ou la diffé- 
rence de plusieurs quantités *, et dans le numéro 1 1 , on 
a fait précisément le contraire , en décomposant la quan- 
tité ax — ix+ c x , qui représente le résultat de plu- 
sieurs multiplications suivies d'additions et de soustrac- 
tions, dans les deux facteurs a— b-\-c et x, qui n'in- 
diquent qu'une seule multiplication précédée d'addition 
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et de soustraction. Les raisonnemensdont on s'est servi 
dans ces deux circonstances, peuvent être réduits en 
règles; et il en résultera , sur lesquantités représentées 
par des lettres , des opérations qu'on a appelées multi- 
plication et division algébriques, par l'analogie qu'elles 
ont avec les opérations de l'Arithmétique qui portent 
les mêmes noms. 

Od a conçu par la même analogie deux opérations 
algébriques qui portent les noms d'addition et de sous- 
traction , et dans lesquelles on a pour but de réunir en 
une seule plusieurs expressions algébriques, ou de les 
retrancher l'une de l'autre; mais ces opérations , comme 
les précédentes , diffèrent de celles de l'Arithmétique , 
en ce que leurs résultats n'étant leplus souvent que des 
indications d'opérations à effectuer , ne présentent 
qu'une transformation des opérations primitivement 
indiquées , en d'autres qui produisent le même effet. Il 
arrive seulement, ou qu'on simplifie les expressions, ou 
qu'on leur donne une forme propre à manifester les 
conditions qu'il faut remplir. 

Pour expliquer ces opérations, ou appelle quantités 
monômes ou simplement monômes , celles qui n'ont 
qu'un seul terme comme +sn, — 3ab, etc.; binômes 
celles qui en ont deux, comme a-\-b,a — b, 5n — ax, etc.; 
trinômes celles qui en ont trois, quadrinomes celles qui 
en ont quatre, etengénéral polynômes les quantités 
composées de plusieurs termes. Il est bon d'observer 
qu'on appelle aussi les monômes quantités incomplètes, 
et les polynômes quantités complexes. 

De r addition des quantités algébriques. 



ij. L'addiflon des quantités 
joignant par le signe -f ; c'est ai 
s'indique par a + fi. Mais lorsqu 



fait en les 
que b ajouté avec a 
se propose d' ajouter 
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ensemble des expressions algébriques , on a en même 
temps pour but dé* simplifier le résultat , en le réduisant 
au plus petit nombre de termes passible, parla réunion 
de,plusieurs de ces termes en ,un seul. 

Cette réunion est celle qui a été effectuée dans 
les numéros 2 et 5, en réduisant la quantité x-\-x 
à qx , la quantité x + x -f x à.3x. Elle ne peut avoir 
lieu qu'à 1* égard des quantités exprimées par les mêmes 
lettres, et qu'on appelle pour cette raison quantités 
semblables. On regarde la quantité littérale comme une 
unité qui se trouve répétée un certain nombre de fois ; 
c'est ainsi que les quantités 2a et 3a , considérées comme 
deux et trois unités d'une espèce particulière, forment, 
par leur addition, 5a, ou 5 unités de même espèce. De 
même, £ab et 5ab forment gai. 

Dans ce cas, l'addition s'opère sur les chiffres qui pré- 
cèdent la quantité littérale, et qui indiquent combien de 
fois elle est répétée. Ces chiffres se nomment coefficiens* 
Le coefficient est donc le multiplicateur de la quantité 
devant laquelle il est placé; et il faut se rappeler que 
lorsqu'il n'est pas écrit , il est égal à l'unité • car i a est là 
même chose que a. 

l8. Lorsqu'il s'agit de réunir des quantités quel- 
conques , comme 

4 a + 5b et 2 c -|- 3d, 

le total doit être évidemment composé de toutes les parties 
ajoutées ensemble \ il faut donc écrire 

4a + 5b -f- 2A+ 3a\ 
Si l'on avyit au contraire ' 

4a +56 et 2c — 3d, 

pi faudrait, dans la somme, écrire avec le signe — , ou 
indiquer comme soustractive,la quantité 3d, qui, devant 
être retranchée de 2c, diminuerait nécessairement d'au-; 

Elém. d'Algèbre. 12 e édition. 3 
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tant la somme qu'on formerait en réunissant ac âvelî 
la première des quantités proposées ; et l'on aurait 
4a + 5b-\-ac — 3d. 

Ces deux exemples Font voir que /' 'addition algébrique 
'des polynômes s'effectue en écrivant à fa suite les unes 
des autres , avec leurs signes , les quantités qu' 'il faut 
ajouter, et en observant que les termes qui ne sont pré' 
"cédés d'aucun signe, soht censés avoir lesigne -\-. 

L'opération ci-dessus n'est , à proprement parler, 
qu'une indication par laquelle la réunion de deux quan- 
tités complexes est ramenée à l'addition et à la soustr; 
tion d'un certain nombre de quantités monômes ; mai 
les expressions à ajouter contenaient des termes se 
blables, on pourrait réunir ces termesen opérant imn 
diatement sur leurs coelTiciens. 

Soient, pour exemple , les expressions 

4o + 9 J- 2c , 

>•- 3c+4<J, 

7*+ « - f, 

la somme indiquée sera, d'après la règle précédente 
4o+ g h — ac+2 — 5c + 4a! + 7i + c — e 
Mais les termes 4 « et -)- &a étant formés de quantité» 
semblables, se réunissent en un seul égal à 6a. 
De même les termes + gè, +7 b , donnent iSb. 
Les termes — 2c et — 3c , tous deux soustractifs 
produisent dans le total le même effet que la soustrac- 
tion d'une quantité égale à leur somme, c'est-à-dire que 
la soustraction de 5c ; eteomme , en vertu du terme 
on aura d'une autre part à ajouter e, ilrestera«eulenient 
à retrancher fa. 

La somme des expressions proposées sera donc rame; 
née à 

6a-f-i6£ — '4c-\-4d 




l'applique à toutes 
exemples 
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19. La dernière opération pratiquée ci-dessus, et par 
laquelle on réunit tous les termes semblables en 11 a 
seul , quelque signe qu'ils aient , se nomme la réduction. 
Elle s' effectue en faisant lasommedes quantités sembla- 
bles affectées du signe -f- , celle des quantités semblables 
affectées du signe — ,- puis en retranchant la plus petite 
de ces deu-x sommes de la plus grande, et donnant au 
teste le signe de la plus grande. 

Il est à remarquer que la réductio 
les opérations algébriques. 

Yoici , pour exercer le lecteur , quelqut 
d'additions avec leurs résultats. 
1°. Ajouter les quantités 

7 m+3n-,4p+i 7 r 
5a+ S n-nm+ zr 
5p-4m+ i 

■ + ■* 

liât 7 m + o'n-i4p+> 7 r+5a + 9n -i l m+ ! iT 
+Sp-4m+ 8n + UB-aA-»i- r + s. 
isantlaréduction, cette quantité se change en celle-ci: 
- â m4-3i« — w + iSr+Za-zb+s, 
3in- 3 m-s P + io-r + 3a-ab+s t 
1 commençant par un terme qui ait le signe -J-. 
a°. .Ajouter les quantités 

nbc-\-4ad— 9ac + 5cd 

&ac + 7 bc — aad-r-4mn 

cd — Zab+Sac + an- 

an — sic — sad+5cd 



at \\bc+4ad— 8ac+5co'+ 
+4mn+ac<£— 3ab+5ac+, 
— aad-i-Scd. 
n réduisant cette quantité, elle devient 
i6bc+5ac+i-2çd+4mn— Zab + 



:-\- 7 bc — aad 
+San—abc 
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/Je la soustraction des quantités algébriques. 

20. La soustraction des monômes s'indique, ainsi qu'on 
en est convenu, en plaçant le signe — entre la quantité 
à soustraire etcelle dont on la soustrait. 

b soustrait de a, s'écrit par a — b. 

Lorsque les quantités sont semblables, la soustraction 
s'opère immédiatement sur les coefficiens. • 

Si de 5a on retranche 3a fû vient pour reste za. 

A l'égard de la soustraction des polynômes , il faut 
distinguer deux cas. i # . Si la quantité à soustraire a 
tous ses termes affectés du signe + , il faut évidem- 
ment leur donner le signe — , puisqu'on doit retrancher 
successivement toutes les parties de la quantité à sous- 
traire. 

Si, par exemple, de 5a — gi + ac, <& veut ôter 
&d -f- 3 e -f- 4f> il faudra écrire 

5a — 9& -f- qc — 2a* — 3e — ^f* 

a°. Si la quantité à soustraire a des termes affectés du 
eigne — , il faut leur donner le signe -f-. En effet, si de 
la quantité a, on Voulait ôter b — c # et qu'on écrivît 
d'abord a — &, on aurait diminué ainsi a de la quan- 
tité b toute entière -, mais la soustraction ne devrait s'ef- 
fectuer qu'après avoir diminué préalablement b de la 
quantité c : on a donc ôté de trop cette dernière quantité, 
qu'il faut par conséquent restituer avec le signe +, ce 
qui donnera pour le vrai résultat , 

a — b -|-c. 

Ce raisonnement , qu'on peut appliquer à tous les cas 
semblables , montre que le signe — de ca dû être changé 
e*) + ; et en rapprochant ce résultat du précédent, on con-t 
dura que la soustraction des quantités algébriques s'ef- 
fectue en écrivant^ à la suite de la quantité dont <m veut 
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ustraira une autre, cette autre , après en avoir changé 
?s signes + en — , et les signes — en -f-. 
Lorsqu'on a écrit le résultat que donne d'abord la 
;gle énoncée pîua haut , on y fait , s'il y a lieu , des ré- 
ductions conformes au précepte du numéro 19, ainsi 
qu'où la voit dans les exemples suivans : 

i". Soustrairede i7« + 3/n — §b — 4 c- F-a3rf 
la quantité.. 5ia — 276 + 1 le— \d. 

Résultat 170 + 3™— 9 e — 4c + a3d 

a+a 7 b-uc+4d. 
rant la réduction , cette quantité devient 

— 34e+3m+ 1 8i— iSc + a/rf, 
bien 

am — 34 a +.186 — 15 c + ajd. 
a°. Soustraire de 5 a e — 8 n £ + 9 i c — 4 am 

quantité 8am—aab-\-\iac — 7 en*. 

Résultat 5ac — 8aè + g àc— 4am. 

— S a m + a ab — 11 ac + 7 éd. 
Opérant la réduction , il vient 

— Sac — Goi + gic— \aam-\-7 cd t 
gic — 6a c — Sab — iaani + 7crf. 

De la multiplication des quantités algébriques. 

. Tant qu'on n'envisage dans les lettres que les 
valeurs numériques des quantités dont elles tiennent la 
place , on doit se former de la multiplication algébrique 
même idée que de la multiplicalioo arithmétique 
(Anthm. ai , 74)- Ainsi, multiplier a parb , c'est com- 
poser avec la quantité représentée par a, une autre quan- 
tité , de la même manière que la quantité représenté» 
par b l'est avec l'unité. 

On a déjà Fait connaître dans les numéros a et 7 , le* 



58 É L É M E N 3 

aigries dont on est convenu pour indiquer la multiplies* 
tion ; et te produit de a par b s'écrirait en conséquence 
ïoit par a XA>ou par a . b , ou enfin par ai. ' 

On a le plus souvent besoin d'indiquer plusieurs mul- 
tiplications successives , comme celle de a par b , puis 
du produit a b par c, puis de ce dernier produit par d, 
et ainsi de suite. Dans ce cas il est évident que le dernier 
résultat est un nombre ayant ^ow facteurs les nombres 
a, b, c, d^Arithm. aa) ; et, en généralisant la dernière 
des conventions rappelées ci-dessus , on indique ce pro-r 
duit en écrivant à la suite l'un de l'autre, et sans au- 
cune interposition de signe, les facteurs dont ilest formé; 
on a de cette manière l'expression abc d. 

Réciproquement, toute expression telle que a b cd, 
formée de plusieurs lettres écrites immédiatement à la 
suite les unes des autres , désigne toujours le produit 
des nombres représentés par ces lettres. 

J'ai déjà fait tacitement usage de ces conven- 
tions, dans lesquelles les coellïciens numériques sont 
aussi compris, puisqu'ils sont évidemmentfacteursdela 
quantité proposée. Eneffet, i5nècrf,désignantlaquan- 
tité ab edprise 1 5 fois, exprime aussi le produit des cinq 
facteurs i5, a, b , c, d. 

sa. Il suit de là que pour indiquer la multiplication 
deplusieurs monômes, tels que 4abc,5def, 3mra,il 
faut écrire ces quantités à la suite les unes des autres , 
«ans interposition de signe, et il viendra 

4abc5def3mn; 
mais comme on a fait voir en Arithmétique, n° 8a, 
qu'on pouvait intervertir comme on voulait l'ordre des 
facteurs d'un produit, sans que la valeur de ce produit 
changeât, on profite de cette circonstance pour rap- 
procher les facteurs numériques, dont la multiplication 
peut s'effectuer par les règles de l'Arithmétique : on 
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Conçoit donc le produit comme indiqué dans l'ordre 
4-5.3abcdefmn; et effectuant ta multiplication des. 
nombres 4, 5,3, on aura seulement 
6oabcdefmn(*y 

a3. L'expression d'un produit a' abrège beaucoup lors. 
qu'il contient des facteurs égaux. Au lieu d'écrire plu- 
sieurs fois de suite la lettre qui représente un de ces 
facteurs , on ne la met qu'une fois, et on marque par un 
nombre combien de fois elle aurait dû être écrite comme 
facteur; mais parce que ce nombre indique des multi- 
plications successives, il doit être soigneusement distingué 
du coefficient, qui n'indique que des additions; c'est 
pourquoi on le place à la droite de la lettre , et un peu 
au-dessus , tandis que le coefficient est toujours écrit à 
la gauche de la lettre et sur la même ligne. 

D'après cette convention, le produit de a par a, qui 
serait indiqué , suivant te numéro ai , par aa, devient 
c\ Le a supérieur marque que le nombre désigné par la 
lettre a est deux fois facteur dans l'expression proposée , 
qu'il ne faut par conséquent pas confondre avec a a , qui 
n'est que l'abréviation de a-\- a. Pour bien sentir l'erreur 
que l'on commettrait en prenant l'une pour l'autre, il 
suffit de substituer des nombres aux lettres. Si l'on avait, 
par exemple, a — 5, 20 deviendrait 9.5 = 10, et 
a , = aXa=5.5 = a6. 

En continuant cette marche , on verra que pour dési- 



(*) L'usage de» symboles >l|jl?i1 iqiHl ; itinérant beaucoup la de- 
monstration de celle pronobititui , j'ai ciu devoir la rappeler ici aa 
moyen de ces symbole!. 

5i l'on &rit le produit aÊe Je/ comme il unit : a bc X de Xf, 
a qu'on chanfie l'ordre des dcui facteurs du produit de pour avoir 
td(Ar;thifi. a;), il viendra aùc X ed Xf o* abcedf. Il est 
évident qu'on pourra, par de nouvelles décompositions , amener Ici 
changement qu'on voudra dans l'ordre dea facuur» du produit pro* 
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gner un produit dans lequel a serait trois fois facteur , jft 
faudrait écrire a 3 , au lieu de a a a; de même a 5 repré*» 
(ente un produit dans lequel a est cinq fois facteur , ou 
équivalent à a a a a a. 

24. Les produits formés ainsi par des multiplications 
successives d'une quantité, sont appeléwbn général puis* 
sances de cette quantité. 

La quantité elle-même , ou a x se nomme la première 
puissance. 

La quantité multipliée par elle-même , ou a a , ou bien 
c ft , est la seconde puissance , qu'on appelle aussi le 
quarrén 

La quantité multipliée deux fois de suite par elle- 
même , ou aaa, ou bien a 3 , est la troisième puissance, 
'qu'on appelle aussi cube (*). 

En général , une puissance quelconque se désigne par- 
le nombre de facteurs égaux dont elle est formée : a 5 ou 
bien aaaaa, est la cinquième puissance de a. 

Pour montrer l'application de ces dénominations , jç 
prendrai le nombre 3, et j'aurai 

i re puissance 3 

2 e 3.3= 9 

3 e * 3.3.3= 9-3= 27 

4 e 3.3.3.3=27.3=81 

5 e 3.3.3.3.3=8i.3=243 

etc. 

Le nombre qui marque, la puissance d'un autre se 
nomme exposant de cet autre. 



■»■ 



(*) Les dénominations de quarrè et de cube, tenant à des considé- 
rations géométriques , et rompant l'uniformité dans la nomenclature 
de produits formes par des facteurs égaux , sont très-impropres en 
Algèbre j mais on les emploie fréquemment à cause de leur brièveté. 
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'L'exposant, lorsqu'il est égal à l'unité, ne s'écrit 
point : a qft la même chose que a 1 . 

On voit par ce qui précède , que , pour former une 
puissance d'un nombre , il faut multiplier ce nombre 
par lui-même une fois de moins qu'il ny a d'unités dans 
l'exposant de la puissance. 

a5. Puisque l'exposant marque le nombre de facteurs 
égaux qui forment l'expression dont il fait partie /et 
que le produit de deux quantités doit avoir pour facteurs 
tous ceux qui forment chacune de ces quantités , il s'en- 
suit que l'expression a 5 , dans laquelle a est 5 fois fac- 
teur , multipliée par l'expression a 3 , dans laquelle a est 
5 fois facteur , doit donner un produit dans lequel a 
soit 8 fois facteur, par conséquent exprimé par a 8 , et 
qu'en général le produit df deux puissances du même 
nombre doit avoir pour exposant la somme de ceux du 
multiplicande et du multiplicateur. 

26. Il suit de là que lorsque deux monômes ont des 
lettres communes , on peut abréger l'expression du pro- 
duit de ces quantités , en ajoutant tout de suite les expo- 
sons des lettres semblables du multiplicande et du mut' 
tiplicateur. 

Par exemple, l'expression du produit des quantités 
a* b 3 c et a 4 b b c* d % qui serait a* b 3 cû 4 i 5 c 8 d, suivant 
les conventions du numéro ai , s'abrège en assemblant 
les facteurs désignés par la même lettre, ce qui 

donne 

a* a 4 b 3 b b c c* d , 
d'où on conclut 

aH^éd, 
f n écrivant 

a 6 au lieu de a* a* 
i 8 au lieu de b 3 b 5 
ç 3 au lieu de c c* ou de c 1 cr*. 
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!3 puissances, par m 
nombre de facteurs égaux dont elles sont formées , on 
classe aussi tes produits quelconques par le nombre des 
facteurs simples ou premiers qui les forment ; et je don- 
nerai à ces classes le nom de degrés. Le produit a* b 3 c 
sera , par exemple, du 6 e degré , parce qu'il renferme 

' G facteurs simples , savoir : a facteurs a, 3 facteurs b et 
i facteur c. Il est évident que les facteurs a, b et c , re- 
gardés ici comme premiers , ne le sont qu'eu égard à 
l'Algèbre, qui ne permet pas de les décomposer; mais 
ils peuvent représenter d'ailleurs des nombres composés ; 

- il ne s'agit ici que de leur état général (*). 

Les coefficiens exprimés en nombres ne comptent 
poin t d a us 1 ' e stim ati o n du d egré de s quanti té s al gébriqu e s ; 
on n'a égard qu'aux lettres. 

Il est évident (ai , a5) que lorsqu'on multiplie deux 
monômes l'un par l'autre, le nombre qui marque le degré 
du produit est la sommede ceux qui marquent le degré 
de chacun de ces n 



a8. La multiplication des quantités complexes se ra- 
mène à celle des quantités monômes, en considérant à 
part chaque terme du multiplicande et du multiplica- 
teur, de même qu'en Arithmétique , on opère en particu- 
lier sur chaque chiffre des nombres qu'on se propose d» 
multiplier (Arilhm. 33) ; la réunion des produits par- 



(*) Par une suitede l'analogie indiquée dans la note de ta page 4°> 

pression rapportée ci-dessus aurait, dans le langage ordinaire, 6 di- 
mensions. Cet exemple proove bien l'absurdité de l'ancienne nomen- 
clature, établie Mine que les produits de j i>u<lc3 facteurs mesurent 
les aires des surfaces et les volumes desenrps, qui ont deui on trois 
dimension*; mais passe ce terme, la correspondance entre les 
expressions algébriques et les ligures Rcomeiriques cesse, puisque 
l'étendue ne peut avoir plus de irui» duuenaious. 
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els compose le produit total : mais l'Algèbre présenta 
e circonstance qui ne se trouve pas dans les nombres. 
Ceux-ci n'ont point de termes à retrancher, ou de 
parties soustractives ; les unités , dîxaines , cen- 
taines, etc. qui les forment, sont toujours censées ajou- 
tées entre elles, et alors il est bien évident que le produit 
il doit se former de la somme des produits de chaque 
e du multiplicande par chaque partie du multipli- 
ir. ' 

Il en est de même lorsqu'il s'agit des expressions litté- 
rales dont tous tes termes sont assemblés par le signe -\-. 

Le produit de a -\-b 
multiplié par c 



s'obtient en multipliant chaque partie du multipli- 
mde par le multiplicateur, et en ajoutant les deux 
roduits partiels oc et b c. Si le multiplicande con- 
tenait plus de deux parties , l'opération serait toujours 
la même. 

Lorsque le multiplicateur est la somme de plusieurs 
, il est visible que le produit se compose de la 
tomme des produits du multiplicande par chaque terme 
a multipjjicateur. 
Le produit de a + b 
multipbé par c -+- d 

ac+bc 
+ad+bd; 
en multipliant d'abord a -f- b par c, on obtient 
r b c, puis en multipliant a -f- b parle second terme d 
du multiplicateur, on trouve ad-^-bd, et la somme de 
ces deux résultats donne ac-\-bc-\~ad-\- fin* pour le 



total. 



. Lorsque le multiplicande contient des partiel 
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soustractives , les produits de ces parties par le muhipîï i 
cateur doivent Être retranches des autres, c'est-à-dire 
affectés du signe — . Par exemple , 

le produit de a — $ 

multiplié par < 

est ac— 6 c; 

car chaque fois qu'on prendra toute entière la quantité o, 
qui aurait dû être diminuée de b avant la multiplication, 
on prendra de trop la quantité b ; le produit a c, dana 
lequel c tout entier est pris autant de fois que le marque 
le nombre c, surpassera par conséquent le produit cher- 
ché de la quantité b , prise autant de fois que le marque 
le nombre c , ou du produit b c : il faudra donc retran- 
cher 6 c de a c, ce qui donnera, comme ci-dessus, 

ac — bc. 

Le même raisonnement s'appliquerait à chacune des 
parties soustractives du multiplicande , quel qu'en fût le 
nombre , et quel que fût celui des tenues du multiplica- 
teur, pourvu qu'ils fussent tous affectés du signe -f-. 
En observant que les termes qui n'ont pas de signe sont 
censés avoir le signe -f , on voit par ces exemples que 
les termes du multiplicande affectés du signe-f-y donnent 
un produit partiel affecté du signe -f-. tandis que ceux 
qui sont affectés du signe — , en donnent un affecté du 
signe — . Il suit de là que lorsque le multiplicateur par- 
tiel a le signe + , le produit partiel a le même iigne que 
le multiplicande partiel. 

3o. Le contraire alieu quand le multiplicateur contient 
des parti es soustractives ; les produits formés par ces par- 
ties doivent être pris avec un signe contraire à celui qu'ils 
auraient , d'aprèsla règle précédente . On s'en convaincra 
par l'exemple suivant. 
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Soit le multiplicande c^ — b 
le multiplicateur c — d 

•ac*—bc 



1 j •* f •ac^oc 

le produit sera {_ ûd+irf; 



>car le produit du multiplicande par le premier terme c 
du multiplicateur sera, par l'exemple précédent, <z6-~£c; 
mais en prenant c tout entier pour ihultiplicateur , au 
lieu de c diminué de d, on prend la quantité a — b au- 
tant de fois de trop que le marque le nombre d\ ainsi , 
le produit ûc— b c surpasse celui qu'on cherche du pro- 
duit de a — b par d. Or ce dernier est , par ce qui pré- 
cède , ad — bd\ et pour le retrancher du premier, il 
faut en changer les signes (20) : on aura donc 
« c — b c— ad-\-b d pour le résultat demandé. 

3i- En résumant les conséquences des exemples ci- 
dessus, on en conclura que la multiplication des poly- 
nômes s'effectue en multipliant successivement, selon les 
règles données pour les monoines (n os 2 1 —26) , tous les 
termes du multiplicande par chaque terme du multiplica- 
teur, et en observant que si le multiplicateur partiel a le 
signe -f- , le produit partiel doit avoir le même signe que 
le multiplicande partiel , et le signe contraire, si le mul- 
tiplicateur partiel a le signe — . 

Si on développe les différens cas de cette dernière 
*ègle , on trouvera , 

i°. Qu'un terme ayant le signe -f- , multiplié par un 
terme ayant le signe -f-, donne un produit qui a le 
.signe + ; 

2 . Qu'un terme ayant le signe — , multiplié par un 
terme ayant le signe -f- , donne un produit qui a le 
signe — ; 

3°. Qu'un terme ayant le signe + f multiplié par un 
terme ayant le signe — , donne un produit qui a le 
signe — • • v 
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4°. Qu'un terme ayant le signe — , multiplié paY un 
terme ayant le signe — , donne un produit qui a le 

Ce tableau fait voir que lorsque le multiplicande et le 
multiplicateur partiels ont le même signe , le produit a 
te signe +, et que s'ils ont des signes différent, le pro- 
duit a le signe —. 

Afin de faciliter la pratique de la multiplication des 
polynômes , voici la récapitulation des règles qu'il faut 
suivre dans cette opération. 

t°. Déterminer le signe de chaque produit partiel, 
d'aàrùs la règle ci-dessus ; c'est la règle des signes. 

2". Former le coefficient , en faisant le produit de 
ceux du multiplicande et du multiplicateur partie/s 
( aa) .- c'est la règle des coefïiciens. 

3°, Ecrire à la suite les unes des autres toutes les lettres 
différentes , contenues dans le multiplicande et doits 
le multiplicateur partiels (il) ; c'est la règle des lettres. 

4°. Donner aux lettres communes au multiplicande 
et au multiplicateur partie/s , un exposant égal à la 
somme de ceux qu'elles ont dans ce multiplicande 
et dans ce multiplicateur (a5) .- c'est la règle des ex- 
po sans. 

3a. L'exemple ci-dessous oIFrc l'application de toutes 
ces règle.. 

Multiplicande 5a* — 2a 3 b-^-4 a *b* 
Multiplicateur a 3 — 4a*b-\-a b 3 



C,a<—2a.t6-\-4aSb' 
^'N-ao^+g^-tS^ 



5o'— 2, 



Résultat réduit Sa'-aan^+iaa^-eaW-^Q^Ma^. 

La première ligne des produits partiels contient ceux 

de tous les termes du multiplicande par le premier terme 
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du multiplicateur ; ce terme étant censé avoir le 
., les produits qu'il donne ont les mêmes signes 
e les termes correspondans du multiplicande (Si). 
e premier terme 5 g* du multiplicande ayant le 
e -)- , on n'écrit pas celui du premier produit partiel, 
qui seraîtaussi -|- ; le coefficient 5 de a* étant multiplié 
par le coefficient î de a 3 , donne 5 pour celui du produit 
partiel ; la somme des deux exposans de la lettre a 
est 4+3 ou 7 : le premier produit partiel est donc 5a'. 

Le second terme — an 3 A du multiplicande ayant le 
signe — , le produit a le signe — ; le coefficient s de 
i 3 b, multiplié parle coefficient i de a 3 , donne a pour 
coefficient du produit; l'exposant de la lettrée, com- 
mune aux termes qu'on multiplie , est 3 -f- 3 ou S , et on 
a suite la lettre b , qui ne se trouve que dans le 
multiplicande partiel : le second produit partiel est donc 
— sa 6 *. 

Le troisième terme -J-4 a ° b' donne un produit partiel 
affecté du signe + , et que , par les règles appliquées 
aux deux termes précédens , on trouve de -f- fyPb*. 
La seconde ligne contient les produits de tous les 
■s du multiplicande pacfc second terme — ^a'b du 
lulriplicateur ; ce dernier Triant le signe — , tous les 
iduits qu'il donne doivent avoir des signes contraires 
des termes correspondans du multiplicande : les 
coefficiens , les lettres et les exposans se forment comme 
dans la ligne précédente. 

La troisième ligne enlin renferme les produits de tous 
les termes du multiplicande parle troisième terme -f> a b 3 
du multiplicateur ; ce terme ayant le signe + , tous les 
produits qu'il flbnne ont le même signe que les termes 
correspondans du multiplicande. 

Après avoir formé tous les produits partiels dont se 
compose le produit total , on examine attentivement ce 
dernier , pour voir s'il ne renferme pas des termes sem- 
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blables. Lorsqu'il en contient,, on les réduit, suivant ta 
règle 4u numéro 19 , en observant que deux termes, 
pour être semblables , doivent contenir non-seulement 
les mêmes lettres , mais encore affectées des mêmes ex- 
posans. Dans l'exemple ci-dessus, ily a trois réductions, 
«avoir : 

— na B b et — 2oa G b / ce qui donne — aaa 6 éj 
+ 4 fl5 ^ a e * + 8a 5 £ a , ce qui donne -f- i2a 5 é a ; 

— i6û^ 3 et + ioa*6 3 , ce qui donne — 6a 4 6 3 . 

Ces réductions étant effectuées , on a pour résultat la 
dernière ligne de l'exemple. 

Voici encore , pour exercer le lecteur , un exemple 
de multiplication , qu'il est facile d'effectuer d'après ce 
qui précède. 
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33. Les procédés de la multiplie 



pli cation font voir que si 
tous les termes du multiplicande sont du même de- 
gré Ç37), et que ceux du multiplicateur soient aussi 
du même degré , tous les termes du produit seront du 
degré marqué par la somme des nombres qui désignent 
le degré des termes de chacun des facteurs. 

Dans le premier exemple , le multiplicande est du 
quatrième degré, le multiplicateur du troisième ; le pro- 
duit est du septième. 

Dans le second exemple, le multiplicande est du 
sixième degré, le multiplicateur du troisième ; le produit 
est du neuvième. 

Les expressions comme celles qu'on vient de rappeler, 
dont tons les termes sont du même degré , se nomment 
expressions homogènes. La remarque qu'on vientde faire 
sur leurs produits, est utile pour prévenir les erreurs 
qu'on pourrait commettre en oubliant quelques-uns des 
facteurs dans les multiplications partielles. 

3^. Les' opérations algébriques effectuées sur des 

quantités littérales , laissant voir comment les diverses 
parties de ces quantités concourent à la formation 
des résultats, font souvent connaître des propriétés 
générales des nombres, indépendantes d'aucun sys- 
tème de numération. Les multiplications ci- après con- 
duisent à des conséquences de ce genre, très remar- 
quables et dune application fréquente dans la suite. 



D 
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C — b 


a + 4 


a" + ab 
— 6_4- 


o» + a4 
+,.4+4- 


«■_ p 


(f+aab+b* 




>+a<i4 + S" 


■y a' 


4-MH4-+4» 


o'+3 


i-i+3 af+b'. 



La première, de laquelle il résulte que la quantité 
ui, multipliée par a— b, donne a" — A', fait voir 
i multiplie la somme de deux nombres par leur 
ce , te produit sera la différence des quarrés de 
s nombres. 

Si l'on prend , par exemple , la somme 1 1 des nombre» 

' et 4 , qu'on la multiplie par la différence 3 de ces 

i, le produit 3 X 1 1 ou 33 sera égal à la diffé- 

snce entre 4g , quarré de <] , et iS , quarré de 4- 

Par le second exemple , dans lequel a + b est deux 

ois facteur, on apprend que la seconde puissance, ou le 

'., d'une quantité composée de deux parties, a et b, 

contient le quarré de la première partie, plus le double du 

produit de la première partie par la seconde , plus la 



quar 



é de la seconde. 



Le troisième exemple , où on a multiplié la seconda 
puissance de a-\-b parla première, montre que, la troi- 
sième puissance, ou le cube, d'une quantité composée de 
deux parties, renferme le cube de la première , plus trois 
fois le quarré de la première multiplié par la seconde , 
plus trois fois la première multipliée par le quarré dt /w- 
secondc t plus enfin le cube delà seconde. 
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35. Comme il est souvent nécessaire de décomposer 
une quantité dans ses facteurs , et de laisser toujoi 
évidence, le plus qu'il est possible , la formation des 
quantités que l'on considère, on n'effectue les opérations 
algébriques que lorsqu'on ne peut s'en dispenser absolu- 
ment ; et il faut , pour cette raison , établir des signe! 
propres à indiquer la multiplication entre des quantité» 
complexes. 

On se sert en effet des parenthèses ou crochets, entre 
lesquels on renferme les différens facteurs du produit 
indiqué. L'expression 

par exemple, indique le produit des quantités complexe! 

5a*— 30*6" -f 6*, 406» — a<? + iP et è a — 
Quelques auteurs déjà un peu anciens, se sont servis ds 
barres placées au-dessus des facteurs , comme on le voit 
ci-dessous, 

5fff— Sa'^-r-tî X 4al>' — ac'-^-d 3 X b* — e 

mais les barres pouvant être prolongées plus ou moinj 
qu'il ne faut, rendent ce signe moins précis que le* 
parenthèses, qui ne laissent jamais d'équivoque sur la 
totalité des quantités comprises dans chaque factei 
aussi ont-elles prévalu. 

De la division des quantités algébriques. 

36. La division algébrique doit être considérée, ainsi 
que la division arithmétique , comme une opération 
servant à découvrir l'un des facteurs d'un produit donné 
lorsqu'on connaît l'autre. D'après cette définition 
quotient , multiplié par le diviseur , doit reproduire le 
dividende. 

En appliquant ces notions aux quantités monômes 
on verra parle n' ai , que le dividende est formé des 
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facteurs du diviseur et de ceux du quotient ; donc , en 
supprimant dans le dividende tous les facteurs qui com- 
posent le diviseur, te résultat sera le quotient cherché. 
Soit, par exemple, le monôme j2a b b 3 c*dà diviser 
i a 3 b c* ; il faut , suivant la règle énon— 
pprimer dans la première de ces quan- 
s de la seconde , qui sout respective- 



par li 

cée ci-dessus, 

tités , les facti 

ment 



et 



il Faut donc , pour que la division puisse s'effectuer , 
que ces facteurs soient dans le dividende. En les prenant 
par ordre , on voit d'abord que le coefficient g du divi- 
seur doit être facteur du coefficient 73 du dividende, ou 
que g doit diviser exactement 73 ; c'est ce qui a lieu en 
effet, puisque73 = £) X8 : en supprimant donc le fac- 
teur o , il restera le facteur 8 pour coefficient du quo- 
tient. 

Il suit encore des règles de la multiplication (a5), 
que l'exposant 5 de la lettre a dans le dividende, est la 
somme des exposans qu'elle a dans le diviseur et dans 
le quotient; ce dernier exposant sera par conséquent 
la différence entre les deux autres, ou 5 — 3=2 : ainsi 
la lettre a aura, dans le quotient , l'exposant a. Par la 
inêiue raison, la lettre b aura, dans le quotient, un 
exposant égal à 3 — 1 , ou 3. Enfin le facteur c 1 étaat 
commun au dividende et au diviseur, doit être sup— 
irimé; et l'on aura par conséquent 

le quotient demandé. 

On raisonnerait de même sur tout autre exemple ; et 
on conclura de ce qui précède , que , pour effectuer la 
division des quantités monômes, il faut diviser le coeffi- 
cient du dividende par celui du diviseur; 

Supprimer dans le dividende les lettres qui lui sont 



primi 
Or 
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c h diviseur, lorsqu'elles ont le n 



s/, 

communes 

posant; et lorsque l'exposant n'estpas le même, retran- 
cher l'exposant du diviseur de celui du dividende, le 
reste étant l'exposant que doit avoir la lettre dans le 
quotient; 

£nfin écrire au quotient les lettres du dividende qui no 
sont pas dans le diviseur. 

3j. En appliquant la règle donnée ci-dessus pour 
former l'exposant des lettres du quotient, à une lettre 
qui aurait le même exposant dans le dividende et dan» 
le diviseur , on trouverait zéro pour l'exposant qu'elle» 
devrait avoir au quotient : «^divisé para 1 , par exemple 
donnerait a". Pour savoir ce que peut signifier une pa- 
reille expression , il faut remonter à son origine, et con- 
sidérer que, représentant le quotient de la division de la 
quantité a 3 par elle-même , elle doit répondre à l'unité, 
qui marque combien de fois une quantité quelconque aa 
contient elle-même. Il suit de là que l'expression a° est 
unsymbole équivalent à l'unité, et qu'on doit remplacer 
par conséquent par 1 . Ou peut donc se dispenser d'écrir» 
les lettres qui ont zéro pour exposant , puisqu'alors cha- 
cune d'elles ne représente que l'unité. Ainsi , a 3 b c" divisé 
par o" b c*, donnant a' b" c* , revient à a , comme ou peut 
aussi s'en assurer en effectuant la suppression des fac- 
teurs communs au dividende et au diviseur. 

On voit par là que cette proposition : Toute quantité 
qui a zéro pour exposant , vaut alors i, n'est, à propre- 
ment parler, que l'explication d'un résultat auquel 
duit la convention faite sur la manière d'écrire les pi 
sanri's des quantités par les exposans. 

Pour que ta diviflion puisse s'effectuer, il faut, i". qu« 
le diviseur ne renferme aucune lettre qui ne se trouve 
dans le dividende ; 2°. que l'exposant des lettres, dans 
le diviseur, ne surpasse point celui qu'elle* ont dans le 
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dividende; 3°. enfin, quele coefficient du diviseur divise 
exactement celui du dividende. 

38. Lorsque ces conditions n'ont pas lieu, la division 
ne peut que s'indiquer sous la forme d'une fraction , 
d'après la convention du numéro a ; et il faut chercher 
ensuite à simplifier cette fraction, en supprimant les 
facteurs qui sont commun» en même temps au dividende 
et au diviseur, s'il y en a de tels ; car (Jritlim. Sy ) il 
est visible que les principes sur lesquels repose la théorie 
des fractions arithmétiques, étant iudépendans de toute 
valeur particulière de leurs termes, conviennent aux frac- 
tions représentées par des lettres, comme à celles qui 
•ont exprimées par des nombres. 

D'après ces principes, onsupprimed'abordles facteurs 
numériques communs aux coefficiens du dividende et du 
diviseur, puis les lettres qui sont communes au dividende 
et au diviseur, et qui ont le même exposant dans l'un et 
dansl'autre. Lorsque l'exposant n'est pas le même, on. 
retranche le plu s petit du plus grand , et on donne ce reste 
pour exposant à la lettre, qu'on n'écrit quedanscelui 
des deux termes de Infraction oà elle avait le plus haui 
txposànt. 

L'exemple suivant é cl aircira cette règle. 

Soit 48a ) £ s c*rf à diviser par 64a 3 i?t 4 e; le quotient 
e peut que s'indiquer sous la forme fractionnaire 
48o 3 n 5 c 1 rf 
64«-'i 3 c*« : 
s lescoelliciens 48 et 64 étant tous deux divisible! 
en supprimant ce facteur commun , le cotb- 
cient du numérateur deviendra 3, et celui du déno- 
minateur 4. La lettre a ayant le même exposant 3 dan» 
les deux termes de la fraction , il s'ensuit que e 3 est uu 

I facteur commun au dividende et au diyiseui, et qu'on 
peut aussi le supprimer. 
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Passant ensuite à la lettre b, il faut diviser la puis- 
sance la plus élevée, qui est b 5 , par b 3 , suivant la règle 
donnée plus haut, et le quotient i* noua apprend que 
i'^^Xi 1 - Supprimant donc le facteur commun b 3 , 
il restera dans le numérateur le facteur b". 

Par rapport à la lettre c , le facteur le plus élevé étant 
<A au dénominateur, si on le divise par c", on le décom- 
posera en c 3 X c 1 ; et supprimant le facteur c", commua 
aux deux termes , cette lettre disparaîtra du numéra- 
teur, mais restera au dénominateur avec l'exposant 2. 

Enfin les lettres d et e resteront à leurs places respec- 
tives, puisque dans l'état où elles sont, elles n'indiquent 
aucun facteur qui soit commun aux deux termes de la 
fraction. 

Par ces diverses opérations , la fraction proposée se 
réduit à 

Sb'd 

c'est sa plus simple expression, tant qu'on ne donne au- 
cune valeur numérique aux lettres ; car elle pourrait se 
réduire encore si ces lettres étaient remplacées par des 
nombres contenant des facteurs communs. 

3g. Une observation qu'il ne faut pas manquer de 
faire, c'est que si tousles facteurs du dividende entraient 
dans le diviseur, qui, de plus, en contiendrait encore 
d'autres qui lui seraient particuliers , il faudrait , aprèï 
la suppression des premiers facteurs , mettre l'unité à la 
place du dividende, au numérateur de la fraction. En 
effet, dans ce cas on peut supprimer dans lesdeux termes 
de la fraction, tousles facteurs du numérateur, c'est-à- 
dire diviser les deux termes de la fraction par le numé- 
rateur ; mais celui-* étant divisé par lui-même , doit 
donner l'unité pour le quotient dont il faut faire le nou- 
veau numérateur. 
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Soît pour exemple la fraction 

tatrtficd' 

les facteurs ] a , a 1 , à 3 et c , se divisant respectivement 
par les facteurs 4/ a * > b ttc-, c'est comme si on divisait 
les deux termes de la fraction proposée par le numé- 
rateur 4 a* b c ; or la quantité 4 a 1 A c divisée par elle- 
niéme, donne i pour quotient, et la quantité iaa'b 3 cd 
divisée par la première , donne , par les règles ci-dessus , 
3 b* d ; la nouvelle fraction est donc 

"4o. Il suit des règles de la multiplication, que lors- 

le quantité monôme multiplie une quantité poly- 

, elle devient facteur commun de tous les termes de 

celle-ci. On profite de cette observation pour simplifier 

les fractions dont le numérateur et le dénominateur sont 

:s polynômes ayant des facteurs communs à tous leur» 



Soit l'expression 
Go*- 



5a'bc 



î examinant la quantité 6 a* — 5 t?b c+ îaa* c 1 , ou 

roit quelefacteura* est commun à tous ses termes, puis- 

le o* —a 5 X a°, et qu'en outre les nombres S , 3 et 12 

}nt tous divisibles par 3; en sorte que 

6 o*— 3 a* bc+ 1 a aV=3 a a X3 a'— b c X3 a*+4 c* X 3a». 

De même le dénominateur a pour facteur commun 3 a* ■, 

caries facteurs a 5 et 3entrent dans tous ses termes, et l'on a 

<)""& — i5a 1 c+24cr i =3i.X3a a — 5cX3<?+8aX3a'- 

Supprimant donc le facteur 3 a% tant dans le numérateur 

quedansle dénominateur, la fraction proposée deviendra 

aa >-bc + 4v* 
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4i. Je passe maintenant au cas où le dividende 



et ]» 



diviseur sont tous deux complexes, et dans lequel on 
ne peut plus reconnaître , à la première vue, si le divi- 
seur est ou n'est pas facteur du dividende. 

Puisque le diviseur , multiplié par le quotient, doit 
reproduire le dividende , il faut que ce dernier contienne 
tous les produits partiels de chaque terme du diviseur par 
chaque terme du quotient ; et si on pouvait retrouver le» 
produits formés par chaque terme du diviseur eu parti- 
culier, en les divisant par ce terme qui est connu, on ob- 
tiendrait ceux du quotient , de la même manière qu'en 
Arithmétique on découvre tous les chiffres du quotient 
en divisant successivement par le diviseur, des nombre* 
qu'on regarde comme les produits partiels de ce diviseur 
par les divers chiffres du quotient. Mais dans les nom- 
bres, ces produits partiels se présentent par ordre, en 
commençant par les unités placées au dernier rang sur 
la gauche , à cause de la subordination établie entre le* 
unitésde chaque chiffredudividende,d'aprèsle rang qu'il» 
occupent. Il n'en est pas de même en Algèbre ; mais on 
y supplée en arrangeant tous les termes du dividende et 
du diviseur, de manière que les exposans des puissance* 
de la même lettre diminuent dans chaque terme, en allant 
de gauche à droite , ainsi qu'on le voit, par rapport à la 
lettrée, dans les quantités 
5a' — aa^à+iao 5 ^— Go*£ 3 — 4a 3 b* + 8a t P, 
5a<~2a?b+4a'b*, 
dont l'une est le produit , et l'autre le multiplicande, dans 
l'opération dunuméro 3a : c'est ce qu'on appelle ordonner 
les quantités proposées. 

Lorsqu'elles sont rangées ainsi , il est visible que , quel 
que soit le facteur par lequel il faille multiplier la seconde 
pour obtenir la première , le terme 5 a', qui commence- 
celle-ci, résulte du terme 5 a*, qui commence l'autre , 
multiplié par le terme où a aurait le plus haut expo- 
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: dans le Facteur cherché , et qui se trouve le premier 
lorsqu'il est ordonné par rapporta 



divisant donc le monôme 5a' par le monôme 5 a*, le 
quotient a 3 sera le premier terme du facteur cherché. 
Or , par les règles de la multiplication , le produit total 
devant contenir les divers produits partiels résultant 
delà multiplication de tout le multiplicande par chaque 
terme du multiplicateur, il s'ensuit que la quantité 
prise ici pour dividende , doit contenir les produits de 
tous les termes du diviseur 5ù* — a cPb 4- 4 n'a* par 
', premier terme du quotient ; et par conséquent si on. 
retranche du dividende ces produits, qui sont Sa 7 

- 4 a 3 h* -J- 8 a" b b , ne contiendra plue que ceux qui ré- 
sultent de la multiplication du diviseur par le second» 
Je troisième, etc., termes du quotient. 

Ce reste peut donc être considéré comme un divi- 
îende partiel; et son premier terme, dans lequel a a l'ex- 
posant le plus haut, n'a pu provenir' que de la multipli- 
cation du premier terme du diviseur par le second du 
quotient. Mais le premier terme du dividende partiel 
( ayant le signe — , il faut assigner celui que doit avoir 
e correspondant du quotient : or cela est facile 
parla i' règledu n° 3t ; car la quantité — ao a 6 b, re- 
ée comme un produit partiel , ayant un signe con- 
e à celui du multiplicande partiel 5 a*, il en résulte 
e multiplicateur partiel adû être affecté du signe — . 
a division étant donc opérée sur les monômes — ia<âb 
et 5a*-, donnera — ^a'b pour ce second terme. Si on 
le multiplie par tous ceux du diviseur, et que l'on re- 
tranche le produit du dividende partiel , le reste 
+io n< è 3 — 4 a 3 M -f 8a* &, ne contiendra plus que les 
produits du diviseur parle troisième, etc., termesdu 
quotient. 

En le regardant comme un nouveau dividende partiel. 
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d a* b 3 ne peut être que le produîf 



son premier ternie 1 

du premier terme du diviseur par le troisième du quo- 
tient ; et par conséquent ce dernier s'obtiendra eu divi- 
sant , l'un par l'autre , les monômes 10 a$P et 5 a*. Le 
quotient ab 3 , étant multiplié par tout le diviseur, four- 
nit des produits dont la soustraction, épuisant le dividende 
partie! , prouve que le quotient n'a que trois termes. 

S'il avait dû en avoir uti plus grand nombre, on le* 
aurait évidemment trouvés ccimm: les précédens ; et si , 
comme on le suppose, le dividende a pour facteur le 
diviseur , la soustraction du produit de ce diviseur par le 
dernier terme du quotient , doit toujours épuiser le der- 
nier dividende partiel. 

■ 4 9 - Pour faciliter la pratique des règles trouvées ci- 
dessus, i°. On dispose le dividende et le diviseur comme 
pour la division des nombres , en. les ordonnant l'un et 
l'autre par rapport à une même lettre, c'est-à-dire en 
écrivant leurs termes de manière que les exposons de'cette 
lettre aillent en décroissant ; 

3°. On divise le premier termedu dividende par lepre- 
mier terme du diviseur , et on écrit le résultat à la place? 
marquée pour le quotient; 

3°. On multiplie tout le diviseur par le quotient partiel 
qu'on, vient de trouver, on- le retranche du dividende , 
et on fait la réduction des termes semblables; 

4°. On regarde ce reste comme un nouveau dividende 
dont on divise le premier terme par le preaiier tei-me du. 
diviseur; on écrit te résultat comme un second terme du, 
quotient , et on poursuit l'opération sur ce terme comme 
ci-dessus, jusqu'à ce que tous les termes du dividende 
soient épuisés. 

En observant qu'un produit a le même signe que le 
multiplicande, lorsque te multiplicateur aie signe -f-, et 
qu'il a, dans le cas contraire, le signe — (3i), on en con- 
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clut que lorsque le dividende partiel et le premier terme 
du diviseur ont le même signe , le quotient doit avoir le 
signe-\-\ et s'ils ont des signes contraires, le quotient doit 
avoir le signe—" : c'est la règle des signes. • 

Les divisions partielles s'effectuent par les règles don- 
nées pour les quantités monômes. 

On divise le coefficient du dividende par celui du di- 
viseur .• c'est la règle des coefEciens. 

On écrit au quotient les lettres communes au divi- 
dende et ajjfjliviseur , avec un exposant égal à la diffé- 
rence de ceux dont elles sont affectées dans ces deux 
termes , et enfin les lettres qui ne sont qu'au dividende .• 
ce sont là les règles des lettres et des exposans. 

43. Pour appliquer, ces régies aux quantités 

5a 7 — flaû^+iao 5 ^- 6a*b 3 — 4a?b*+8a*b*, 
5a*— 2a 3 Ê + 4a*i a , 

qui m'ont servi d'exemple, plus haut , on les disposera 
comme s'il s'agissait d'effectuer la division arithmétique. 



Dividende. • 

5tf— 22a*b+i ao 5 ^— 6a*i 3 — 4o s M+8a a i 5 
— 5a 7 + aa 6 i— 4o 5 6 ft 



Diviseur. 
5a*— aa s &+4a a &* 



Quotient. 
a*— 4a ft 6+26 J 



Reste — aoa s b+8œ>b*— 6afib*— 4o 3 M+8a a 4 5 

Heste + 1 oaHfi— 4a 3 M+8o a i 5 

— ioo4i 3 +4o 3 M— Sa*b* 



Heste o. 

Le signe du premier terme 5a 7 du dividende étant le 
«terne que celui de Sa*, premier terme du diviseur, on* 
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devrait mettre -f- a u quotient; maia comme il s'agît A 

premier terme , on omettra ce signe. 

En divisant 5a 7 par 5o*, on a pour quotient a 3 , qite 
l'on écrira sous le diviseur. 

Multipliant successivement les trois termes du divi- 
seur parle premier terme a 3 du quotient, et écrivant les 
produits sous les termes correspondans du dividende , 
après avoir changé les signes de ces produits pour le» 
retrancher (ao) , on formera la quantité , 

— 5tf -l-2a*b— 4a 6 A», 
dont on fera la réduction avec le dividende; et on 
obtiendra pour reste • 

— a o a sb+&a i b t — Ga*P — 4a i bl + %a°b< i . 

Ea continuant la division sur ce reste , te premier terme 
— aoa s b j divisé par 5a+, donnera pour quotient — 4 a 'b, 
Ce quotient ayant le signe — , à cause que le dividende 
et le diviseur sont de signes différens. En le multipliant 
par tous les termes du diviseur , et changeant les signes, 
on formera la quantité 

+ 2oa 6 6— Syà a + i6o4fi', 
dont on fera la réduction avec le dividende, et on ob- 
tiendra pour reste 

+ ioa*A s — 4a 3 M+8<rtô 6 . 

Divisant le premier terme de ce nouveau dividende 
partie], îoo+i 3 , par le premier terme 5 o+ du diviseur; 
multipliant parle résuit;.' -f- a b 3 , tout le diviseur; écri- 
vant les produits sous le dividende partiel , en observant 
de changer leur signe , et faisant la réduction , il ne reste 
rien, ce qui montre que + aô 5 est le dernier terme 
du quotient cherché , lequel a par conséquent pour ex- 
pression a 3 — 4 a * b + 3 & 3 - 

4^. Il est àproposde remarquer que dansla division, 
les multiplications des diffère ns termes du quotient pax 
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le diviseur, produisent souvent des termes qui ne se 
trouvent pas dans le dividende , et qu'il faut diviser en- 
suite par le premier terme du diviseur. Ces termes sont 
ceux qui se sont détruits lorsqu'on a formé le dividende 
par la multiplication de ses deux facteurs , le quotient 
et le diviseur. Voici un exemple remarquable de cea 
réductions : 



Soit a 3 — 4 J à diviser par a— 

Division. 
tP — b 3 la — & 
-a> + a'b a'-f-aô + ê» 



+« 


'4 — 4' 
4+o4' 






-ab' 


— 4> 



Multiplication. 
a — b 
a*_f_ ab+b* 



+a>b- 

-fai 1 - 



Le premier ternie a* du dividende , divisé par le premier 
a du diviseur , donne pour quotient a 1 ; en multi- 
pliant ce quotient par le diviseur, et changeant les signes 
des produits , on trouve — a 3 ■+- à' b : le terme — a 3 
détruit le premier terme du dividende; mais il reste le 
e a 1 b , qui ne se trouvait pas d'abord dans le divi- 
dende. Puisqu'il contient la lettre a, on peut le diviser 
r le premier terme du diviseur , et on obtient -f- a b. 
Multipliant ce quotient par le diviseur , et changeant les 
«ignés des produits , il vient — o 3 b -+- a 6 1 : le terme 
—cfb détruit le précédent -, mais il reste le terme + 06", 
qui n'était pas non plus dans le dividende. Qu'on ledivise 
par o, on aura pour quotient -J- b 1 ; multipliant ce quo- 
tient partiel par le diviseur , on aura, en changeant les 
•iynes, — «fr'-f-^-.le premier terme — ab* détruirai» 



64 É L É M E W S 

précédent , et le second -+- À 3 détruira le dernier terme 
— b 3 qui restait du dividende. 

Pourbien comprendre le mécanisme de la division , 
îl suffit dejeter les yeux sur la multiplication du quotient 
a*-f- ab -j- &°par lediviseura — b , placée à côté de la 
division précédente ', on verra que tous les termes repro- 
duits dans les divisions partielles sont ceux qui se dé- 
truisent dans le résultat de la multiplication. 

45. Il arrive quelquefois que la quantité par rapport 
à laquelle on ordonne , se trouve à la même puissance 
dans plusieurs termes , soit du dividende , soit du divi- 
seur. Dans ce cas , il faut ranger dans une même colonne, 
ou bien écrire immédiatement à la suite les uns des 
autres , ces termes , en observant de les ordonner entre 
eux par rapport à une autre lettre. 

Soit — a4£+£M_aV— a 6 +2aV+5 tr + 2frf c 1 + c ' li * 
àdiviser partr* — b* — c*. 

En ordonnant la première de ces quantités par rap- 
port à la lettre a, on placera dans une même colonne les 
termes — n* b' et -f- 2 a* f? , dans une autre les termes 
~\- et* b* et — a" c* ; enfin dans une dernière colonne les 
trois termes + 6 6 , -f-2Mc% -f- i'c*, en les ordonnant 
parrapportàla lettre b, comme on le voitàlapage suivante. 
Le premier ternie — c 6 du dividende étant divisé par 
le premier terme n 1 du diviseur, donne — a* pour le pre- 
mier terme du quotient; formant ensuite les produits de 
ce quotient par tous les termes du diviseur, changeant 
les signes de ces produits pour les retrancher du divi- 
dende , en plaçant dans une même colonne les termes 
affectés de la même puissance de a, il vient , après la 
réduction des termes semblables, le i ,r reste, qu'on 
prendra pour second dividende partiel. 

Le premier terme — 2 a*h* de ce nouveau dividende 
étant divisé par a 1 , donne pour le second terme du quo- 
tient, — 2 a'b'-; formant ensuite les produits de ce quo— 
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tient par tous les termes du diviseur, changeant lès signes 
de ces produits pour les retrancher du dividende partiel à 
en plaçant dans une même colonne les termes affectés de 
la même puissance de a, il vient , après la réduction des 
termes semblables , le 2 e reste > qu'on prendra pour un 
troisième dividende partiel. 

L'opération se continuant de la même manière sur le 
fl e reste et sur les suivans , on trouvera encore trois 
termes au quotient. Le dernier étant multiplié par tous 
les termes du diviseur, donne des produits qui , re- 
tranchés du 4 e reste , le détruisent en entier ; la division 
se fait donc exactement , et par conséquent le diviseur 
€st facteur du dividende. 



_ a 6_ alb*+a*b*+ b s 

4- i*c* 

— cée 

1 er restq— 2a46 ft -f-a a M-f-6 6 

-fi a c4 

—Qa*b*c* 

* c reste +&&— cïfr + b 6 

— 2a ft * a c a +ûMc a 

— a*c*+ <?&& 
+ a a c+ 

5* teste 



a*--£ a — c* 



— o4— 2a a 6*— M 

\ 



— a a M +iï 
—a a £V+2Mc» 
+ &M 

— Me» 



4 e reste 


— a^c^+Mc 51 




+i a c4 




-f. a a ÉV— Me 3 




— b*c* 



o o 

Elém. d'jilgèbre. ia* édition. 
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46. On facilite quelquefois la division en décompO* 
sant à vue une quantité dans ses facteurs. Si l'on avait » 

par exemple, 8a 6 — 4 a3 ** + 4 fl3 + 2 ° 3 — fc*+ * à 
diviser par 2 a 3 — A* -f- 1, ce diviseur formant les 
trois derniers termes du dividende , il suffirait de 
chercher s'il est facteur des trois premiers ; mais 
ceux-ci ont visiblement pour facteur commun 4 a 3 > car 
8a 6 — 4a 3 b*+4a 3 = 4a? (2a 3 — 6 a +i). Par cettt 
observation , le dividende deviendrait 

4c 3 (2fl 3 - ** + i) + aa 3 —b*+i> 

ou (aa? — ^+i)C4a?+ 1): 

la division s'effectuerait donc sur-le-champ , ten suppri^ 
mant le facteur 2 a? — 6 a + 1 égal au diviseur, et le 
quotient serait 4 a 3 -f- 1 . \ 

L'habitude du calcul algébrique suggère une foule de 
remarques de ce genre , par lesquelles on abrège les 
opérations. 

En s'exerçant beaucoup , on parvient aisément à re- 
connaître les décompositions en facteurs ; on* les rend 
souvent très évidentes , lorsqu'au lieu d'effectuer les 
multiplications qui se présentent, on ne fait que les in-* 
cliquer. 

Des fractions algébriques. \ 

47. Lorsqu'on applique le procédé de la division al- 
gébrique à deux quantités dont l'une n'est pas facteur de 
l'autre, on reconnaît l'impossibilité de l'effectuer , parce 
qu'on parvient, dans la suite des opérations, à un reste 
dont le premier terme ne peut être divisé par celui du 
diviseur. En voici un exempte : 



— tz 3 — ab* 

I er reste a % b—ab % + zb 3 
—c*b—b 3 

a c . reste — c6 a -f-i 3 , """ 



a a 4-ô s 



a-f-è 
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Lepremier terme — a b* du second reste, ne peut no 
r par o 1 , premier terme du diviseur; ainsi ladi- 
s'arrête à ce point. On pourrait, comme en 
.ritbmttique , joindre au quotient a -f- b , la fraction 
ab* + b 3 

, ayant pour numérateur le reste, et pour 

dénominateur le diviseur ; et le quotient serait 
. b 3 — ai' 



a + b+- 



+ k 



On voit aisément que la division doit s'arrêter quand 

1 parvient à un reste dont le premier terme ne contient 

la lettre par rapport à laquelle an a ordonné , qu'à une 

puissance inférieure à celle de la même lettre dans /« 

premier terme du diviseur. 

48. Lorsque la division algébrique de deux quanti- 
tés ne peut s'effectuer, l'expression du quotient reste 
indiquée sous une forme fractionnaire , en prenant 
le dividende pour le numérateur et le diviseur pour le 
dénominateur; et pour l'amener au plus haut degré 
de simplicité possible, il faut chercher si le dividende et 
le diviseur n'ont pas des facteurs communs, pour les 
supprimer (38). Mais quand il s'agit de polynômes , les 
facteurs communs ne 6e découvrent pas avec la même 
facilité que dans les monômes; on ne les trouve eu gé- 
néral qu'en cherchant, par une méthode analogue à celle 
qu'on adonnée en Arithmétique pour lesnombres, le/j/«s 
grand commun diviseur des deux quantités proposées. 

On ne saurait assigner les grandeurs relatives des ex- 
pressions algébriques, tant qu'on ne donne point dea 
valeurs aux lettres qu'elles renferment ; la dénomination 
de plus grand commun diviseur, appliquée à ces expres- 
sions, ne doit donc pas être prise tout-a-fait dans le même 
sens qu'en Arithmétique. 

En Algèbre, il faut entendre par \e plus grand diviseur 
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commun de deux expressions , celui de leurs diviseurs 
communs qui renferme le plus de facteurs dans tous ses 
termes, oh qui e»t du degré le plus élevé (07). Sa dé- 
termination repose, comme en Arithmétique, sur ce 
principe : Tau! diviseur commune deux quantités, doit 
diviser le reste de leur division. 

La démonstration qu'on en a donnée dans le n° 61 
de l'Arithmétique, devient plus claire lorsqu'on y em- 
ploie les symboles algébriques. En effet , si l'on repré- 
sente par D le diviseur commun, les deux quantités pro- 
posées pourront être exprimées par les produits AD et 
B D , formés du diviseur commun et du facteur par le- 
quel il est multiplié dans chacune de ces quantités. Cela 
posé , si () désigne le quotient entier, et R le reste que 
donne la division de AD par BD , on aura 

AD = BDX Q + R(Arith. 61); 
divisant ensuite par Z)les deux membres de cette •équa- 
tion , on obtiendra 

et puisquele premier membre, qui dans ce cas doit être 
composé des mêmes termes que le second , est entier, il 

faudra que ■= se réduise à une expression sans diviseur, 
c'est-à-dire que R soit divisible par D. 

D'après ce principe, on commencera, comme en Arith- 
métique , par chercher si l'une des quantités n'est pa. 
elle-même diviseur de l'autre ; si la division ne se j'ai 
pas exactement, on divisera le premier diviseur par le 
reste, et ainsi de suite , et celui des restes qui divisera 
exactement le précèdent , sera le plus grand diviseur 
commun des -Jeux quantités proposées; mais il sera né- 
cessaire d'apporter dans les divisions indiquées , des at- 
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tentions qui tiennent à la nature des quantités algé- 
briques. 

On ne doit d'abord chercher le diviseur commun cta 
deux expressions algébriques , que lorsqu'elles ont des 
lettres communes ; il faut en choisir une , par rapport à 
laquelle on ordonnera les expressions proposées , et on . 
prendra pour dividende, celle où cette lettre aura le plus, 
l^aut exposant : r^ufre sera 1$ diviseur^ • 

Soient les deux quantités 

3a 3 ^-3û a &.+-a* a -~£ 3 > 
4a*b—5(ib*.+ b 3 y 

qui sont déjà ordonnées par rapport à la lettre a; on* 
prendra la première pour dividende , et la seconde pour 
diviseur. Il se présente, dès le commencement de l'opé- 
ration, une difficulté qu'on ne rencontre point dans les 
jyombres , c'est que le premier terme du diviseur* ne peut 
diviser exactement celui, du dividende , à cause des fac-, 
teurs 4 et b de l'un, qui ne sont pas dans l'autre. Mais 
la lettre b étant commune à tous les termes du diviseur , 
sans l^êtreà tous ceux du dividende , il s'ensuit, ( 4o ) 
que b est facteur du diviseur et ne Test point. du divi- 
dende ; or tout diviseur commun à deux quantités ne 
peut se composer que des facteurs qui sont communs à 
Tune et à l'autre; donc, s'il existe un tel diviseur entre les 
deux quantités proposées, il ne peut se trouver que parmi 
les facteurs de la quantité 4 a a — 5 a b + b % qui reste 
quand on a supprimé b, de la quantité 4 « a b — 5 a& a -f- b 3 : 
ainsi la question se réduit à chercher, le plus grand com-r 
inun diviseur des deux quantités.. 

3a 3 -r3a*i> +a£ a -^ ,b\ 
4a*—5ab -f-6 a . 

Par la même raison qu'on a pu supprimer dans l'une 
des quantités proposées , le facteur b qui n'entrait pa^ 
4^uis l'autre , on peut aussi introduire dans celle-ci ua. 
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nouveau facteur , pourvu qu'il ne soit point facteur de 
la première. Par cette opération , le pîus grand commun 
diviseur de ces quantités, qui n'est formé que des f acteurs 
communs à toutes deux, ne sera point altéré. Je profi- 
terai de cette remarque pour multiplier la quantité 
3 a 3 — 3 a*b +• a £* — b 3 par 4 , qui n'est point facteur 
de la quantité 4 a a — 5 a b -f fe* , afin de rendre possible 
la division du premier terme de l'une par le premier 
terme de l'autre. 

J'aurai de cette manière pour dividende la quantité 

12a 3 — 12 a a b -\-4ab* — 4 &*, 

pour diviseur la quantité 

^a*—*>ab + b* % 

et le' quotient partiel sera 3 çl. 

Multipliant le diviseur par ce quotient, et retranchant 
le produit du dividende , il viendra pour reste 

Ztfb + ab*— 4b\ 

quantité qui , d'après le principe posé au commencement 
de cet article , doit encore avoir avec 4 a a — 5ab-)-b*> 
le même plus grand diviseur commun que la première. 

Profitant des remarques faites plus haut, je supprime 
le facteur b, commun à tous les termes du reste ci-des- 
sus , et je le multiplie par 4> afin de rendre possible la 
division de son premier terme par celui du diviseur. J'ai 
alors pour dividende la quantité 

i2a ft +4aft— i6à ft , 

et pour diviseur la quantité 

~4a*— 5ab + b % ; 

le quotient partiel est 3. 
/ 
Multipliant le diviseur par le quotient, et retranchant 

b produit du dividende, on a pour restée 
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et la question est réduite à chercher le plus grand divï-~ 
seur commun entre cette quantité et 

4a a — 5aè + £ a . 

Mais la lettre a, par rapport à laquelle se fait la division, 
n'étant plus dans le reste qu'au premier degré, tandis 
qu'elle est au second dans le diviseur, c'est celui-ci qu'il 
faut prendre pour dividende , et on doit faire du reste W 
diviseur. 

Avant de commencer cette nouvelle division , je sup- 
prime du diviseur 19 a& — 19 b % le facteur 19 e, com- 
mun à tousses termes, et qui n'est point facteur du divi- 
dende ; j'ai donc pour dividende la quantité 

et pour diviseur 

a— b. 

La division s'opère exactement; ainsi, d— -i est le plug 
grand diviseur commun demandé. 

En remontant depuis la dernière division jusqu'à la 
première , on prouverait aussi à posteriori , que la 
quantité a — b doit-diviser exactement les deux quantités 
proposées, et qu'elle doit être la plus composée de celles- 
qui peuvent le faire ; et en divisant par a — b les deux, 
quantités proposées , 

3a?—3a*b + ab* — b*, ^xfb — 5ab*+b 3 , 

on les décompose ainsi qu'il suit : 

(3a ft +i a ) (a— i), (4ab~b*) (a— b). 

49 • Lorsque la quantité qu'on prend pour diviseur con- 
tient plusieurs termes où la lettre par rapport à laquelle 
on a ordonné , se trouve au même degré , il y a une at- 
tention à avoir, sans laquelle l'opération ne saurait se^ 
terminer. En voici un exemple. 

Soient les quantités 

«* b -f a c a -* &, ; ai.— a,c + d* 5 



£ r 



é 
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si on prépare l'opération comme pour une division ordt*. 
naire, 



a*b + ac* — d? 
— a*b + a*c — ad* 



ab — ac-\-& 



a 



reste a?c-\-ac* —-a d*-r-d?, 
en divisant d'abord a*b par. ab , on trouve pour quo-r. 
tient a ; multipliant le diviseur par ce quotient , et re- 
tranchant les produits, du dividende, le reste contiendra 
un nouveau terme , où a sera au second degré , savoir , 
a*c provenant du produit de — ac par a. L'opération 
n'aura Jait de cettf manière aucun progrès ; car en pre- 
' riant le reste q*c-\-p, c a — . acf-rd 3 pour dividende , et. 
Je multipliant par b> pour rendre possible la division par 
ab , on aura 



a*bc + abc*—abd % —bd? 
—a*bc-\-a* c* — acd* 



ab — ac-f-^* 



ac 



reste 0*0*+ aic^— aca* 3 — ûMV-W 3 » 

et le terme —ac reproduira encore un terme a* ç% où 

a sera au a e degré, 

Pour éviter cet inconvénient, il faut observer que le 
diviseur ab — ac-f-df a ==a(i — c)+d a , en réunissant 
les termes ai —ac en un seul ; et faisant , pour abréger 
les calculs , b — c—m, on aura pour diviseur ara-f-o* 3 ; 
mais alors il faudra multiplier tout le dividende 
a*b + a& — a* 3 par le facteur m , afin d'avoir un nou^ 
veau dividende dont le premier terme soit divisible par 
la quantité am formant; le premier terme du diviseur; 
l'opération deviendra 



a a èm-J- a&rn — d?m 
— a*bm — abd 2 



am +rf* 



a& + c* 



i« r reste — abd*-{- ac*m— d 3 m 
— 00*771 — & d 2 

2 e reste — ald 1 — c*d* — d?m. 



j 
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Cette fois, les termes affectés de a a sontôtés du divi- 
dende , et il n'y reste plus que les termes affectés de la 
première puissance de a. Pour les faire disparaître, on 
divisera d'abord le terme a&m par am> et il viendra 
pour quotient c a ; multipliant le diviseur par le quotient, 
et retranchant les produits, du dividende, on aura le 
a c reste ; prenant ce 2 e reste pour un nouveau dividende, 
on y supprimera le facteur d a , qui n'est point facteur dt* 
diviseur ; il viendra 

•—ai— c* — dm, 

m 

qu'on multipliera de nouveau par m, et on aura 

—ai m — c?m — dm* am-\-d* 
rf-fiitti-sf-i d* 



— b 



reste -j-bd* — c*m — dm* 



Le reste bel? — c*m — dm* de cette dernière division 
ne contenant plus a, il s'ensuit que s'il existe entre les 
deux quantités proposées un commun diviseur, il est; 
indépendant de la lettre a. 

Parvenu à ce point, on ne peut plus continuer la divi- 
sion par rapport à la lettre a ; mais on observera que s'il 
existe un commun diviseur indépendant de a entre les 
quantités i d* — &m — dm* et am-\-d* y il faut qu'il 
divise séparément les deux parties a m et d* du diviseur ; 
car en général, si une quantité est ordonnée par rapport 
aux puissances de la lettre a , tout diviseur de cette 
quantité, indépendant de a, doit diviser séparément les 
quantités qui multiplient les diverses puissances de cette 
lettre. 

Pour s'en convaincre , il suffit de faire attention que , 
<Jans ce cas, chacune des quantité3 proposées doit êtr&. 
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le produit d'une quantité dépendante de a, et du divi-* 
seur commun qui n'en dépend point. Or, si l'on a, par 
exemple, l'expression 

A aS + Ba? + C a* + D a -f E, 

dans laquelle les lettres A, B, C, D, E, désignent des 
quantités quelconques indépendantes de a, et qu'on la 
multiplie par une quantité M aussi indépendante de a, 
le produit 

MAa*+MBa i +MCa*+MDa + ME t 

ordonné par rapport à a , contiendra encore les même» 
puissances de a qu'auparavant ; mais le coefficient de 
chacune de ces puissances sera un multiple de M. 

Cela posé , si l'on remet pour m la quantité 4— c 
que cette lettre représente , on aura les quantités 

or il est visible que b — c et d* n'ont aucun facteur com- 
mun : donc les deux quantités proposées n'ont point de- 
diviseur commun. 

Si l'on n'avait pu reconnaître à la seule inspectioji 
qu'il n'existait pas de diviseur commun entre i— c et d*, 
il aurait fallu chercher leur plus grand cqmmun divi- 
seur , en les ordonnant par rapport à une même lettre K 
et s'assurer ensuite s'il pouvait diviser aussi la quantité ' 

ft#_ c *(i_ c) — d(b— c) ft . 

5o. Au lieu de remettre à la fin de l'opération à décou- 
vrir le plus grand commun diviseur, indépendant de la 
v lettre par rapport à laquelle on a ordonné les deux quan- 
tités, il est plus commode de le chercher d'abord, parce 
que le plus souvent les restes de chaque opération par- 
tielle se compliquent à mesure qu'on avance, et le calcul; 
devient de plus en plus pénible^ 
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Soient , par exemple , les quantités 

û^^aJa + y — a a c — abc £* c; 

après les avoir ordonnées par rapport à la lettre a, ce 
qui donnera 

(6 a — c a )a4 + (i 3 ~ic a ) a 3 +b*c*—b*c* r 
(b-,c)a* + (b*—bcya + b 3 — b*c, 

j'observe d'abord, que si elles ont un diviseur commun 
qui soit indépendant de a, il faut qu'il divise en particu- 
lier chacune des quantités qui multiplient les diverses 
puissances de a (49) , ainsi que les quantités fr* c 3 — i a c* 
et b 3 — & a c , qui ne renferment point cette lettre. 

La question est donc ramenée à trouver les communs 
diviseursdes deux quantités i a — c 3 et b — c, età vérifier 
ensuite si , parmi ces diviseurs, il s'en trouve qui puissent 
diviser en même temps 

b 3 —bc* et £ a — ic, JV — b*à et b 3 —b*c. 

En divisant i a — c* par &— »c, on trouve un quotient 
exact b -(- c ; i— c est donc diviseur commun des quan- 
tités b* — c 8 et b — c, qui visiblement n'en peuvent avoir 
d'autres, puisque la quantité è— c n'est divisible que 
par elle-même et par l'unité. Il faut donc s'assurer si 
b—rc divise les autres quantités rapportées ci-dessus , 
ou bien s'il divise en même temps les deux quantités pro- 
posées \ c'est ce qui arrive en effet , et il vient 

a*+ba+b* 

Pour amener ces dernières expressions au plus haut 
degré de simplicité possible , il convient d'essayer si la 
première n'est pas divisible par i + c; cette division 
_4tam\ effectuée, réussit, et l'on n'a plus qu'à chercher 1q 



V 
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commun diviseur de ces quantités fort simples : 

a 4 + b a 3 + é a ç* ; 

Ea opérant sur celles-ci, comme le prescrit la règle, on 
rarvienÇ, après la seconde division, à un reste contenant* 
la lettre -a à la première puissance seulement ^ et comme 
ce reste n'est pas le conimun diviseur , on en conclut que 
la lettre a ne fait point partie du commun diviseur cher- . 
ché , qui n'est composé par conséquent que du seul fac- 
teur b — c. 

Si, outre ce commun diviseur, on en eût trouvé, 
un aujre dans lequel fût entrée la quantité a , il aurait 
fallu multiplier ces deux diviseurs l'un par l'autre pour 
obtenir le plus grand commun diviseur cherché.' % 

Ces remarques suffiront, dès qu'on aura acquis un peu 
d'habitude dans l'analyse , pour parvenir , dans tous lea^ 
cas , au plus grand diviseur commun ; et on trouvera, 
sans peine que les quantités 

6a 5 +i5a4i_4a 3 c ft — îca'ic 8 , 
9 a 3 ^— &pa*bc — >6 abxf-t-iSbc?, 

ont pour pjus grand commun diviseur la quantité 
3a a — ^ac*. 

5 k Les quatre opérations fondamentales, c'est-à-dire 
l'addition , la soustraction , la multiplication et la divi- 
sion, s'effectuent sur les fractions algébriques comme sur, 
les fractions arithmétiques , en observant seulement de 
suivre-, dans les opérations prescrites par les règles de ' 
l'Arithmétique , les procédés indiqués ci-dessus à l'égardi 
des quantités algébriques. Je me bornerai donc à rappe- 
ler ici ces règles, en donnant un exemple de l'applicft? 
tion de chacune. 

J^a somme des fractions 

a b c 

V d' d* 
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à|ui -ont le même dénominateur > ou 

rn b c a -\-.b + c . . , cc . 

2+ 3+2=-^ ( ^ m ' 65) ' 

La différence des fractions 

a b 

2 et d> 

qui ont le même dénominateur, ou , 

a b a—b 

d d d 

Rentier a joint à la fraction - , ou l'expression 

, b ac , b ac'+b , . . , n x 

a 4--= h- =— J — (Arithm. 67); 

1 c c c c 

De même l'expression 

b ac b ac — b 

c c c c 

Réciproquement 

„ . ac + 6 ac , b . b 

1 expression ' — = |- - = a -J- - , 

., . ac — b ac b * /...t^, 

1 expression — = — — ■ - = a — - (Anth. 66); 

r c c c c ' 

CL C 

5a . Les fractions r > -j> étant réduites au même déno- 

b d 

minât eur, deviennent respectivement 

U> Yd ( Arithm ' 68) " 

Les fractions 

a c e g 
b' d' f 9 h 3 
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par la même réduction , deviennent respectivement 
adfh cbfh ebdh K^^frj'h cm 

. Tdfh' bjfh> Tdfh* fajh {Anthm - b9) - 

J'ai donné dans le numéro 69 de l'Arithmétique, 
un procédé pour parvenir dans certains cas à un déno- 
minateur plus simple que celui qui résulte de la règle gé- 
nérale ; les symboles algébriques en facilitent beaucoup 
l'application, ainsi qu'on va le voir. 

Par exemple . si l'on a les deux fractions 1— , 7-7., il 

dc bj 

est facile de voir que les deux dénominateurs seraient les 
mêmes, si /"était facteur du premier, et c facteur du 
second : on multipliera donc les deux termes de la pre- 
mière fraction par f, et les deux termes de la seconde 

par c. ce qui donnera les fractions î-—. et ? — > « plus 

bcj bcj r 

i abf ^ bc d , . • . . 

«mples que r-r-^-> et j-y — >, quon aurait en multi- 
pliant par les dénominateurs primitifs. 

En général , on rassemble en un seul produit, pouf 
en composer le dénominateur commun, tous les facteurs 
différens élevés à la plus haute des puissances où ils se 
trouvent dans les dénominateurs des fractions proposées; 
et il ne reste plus qu'à multiplier le numérateur de 
chaque fraction par les facteurs de ce produit , qui 
manquent dans le dénominateur 8e la fraction. 

Ayant, par exemple, les fractions tj— , t^>, — > je 

J D 

forme le produit b % cfg\ je multiplie le numérateur de 
la première fraction par /"g, celui dç la seconde par 
b cg, celui de la troisième par b*f, et j'obtiens 

Jifg bcdjr b*ef 

*Vi' *~ c ~fs' ^7fs 
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53. Pour la multiplication, on a 

? X c =k — (Arithm. 53 ) ; 
a c ac , , . -, « N 

iPour la division , 
^à diviser par c, donne t-ovlt X - (Arithm. 54, 76) ; 
g à diviser par -t j donne tX-=t-( Arithm. 79 ) . 

Les termes des fractions précédentes étaient monômes; 
mais si on avait des fractions dont les termes fussent des 
polynômes, il n'y aurait qu'à effectuer par les règles 
données pour les quantités complexes , les opérations in- t 
diquées sur les monômes : c'est ainsi que l'on a 

c*+&» g — b _ (a* + b*) (a — b) 
c+d X c~-d~ (c+d) (c— d) 

_ a s + ab*—a*b--b 3 
— ?=d* • 

Le quotient de la fraction 

c a + 6 a ,. . , a — b 

■ — r divisée par 1 

c -f- d c — d 

a *+b\c—d (a* + è*) (c— dj 
est ' y — r- ^ ! J N ■ / - 

c + d A a— b {c + d) {a—b)' 
a*c + b % c—a*d—b % d 
ac-\-ad—bç—bd 

et ainsi des autres opérations. 

54- Lorsqu'on possède bien tout ce qui précède, on, 
peut résoudre une équation du premier degré , quelque 
compliquée qu'elle soit. 



V 
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Si l'on avait , par exemple , l'équation 
(a+b) (x — c) ., ac 

on commencerait par faire disparaître les dénomma-* 
teurs, en indiquant seulement les opérations; il viendrait 
alors 
(a+&) (*— c) (3a+i) + 4i(a— i) (3a+A) 
= 2o;(a— 6) (3a-+-4) •— ûc (a — M; 
puis effectuant les multiplications , on trouverait 

3a*x + 4abx + b*x—'5a !k c— 4abc—*b*c 

+ iûa a £'— 8 ai* — 4& 3 = 

Gc*x— 4 a ^ a: " — 2& a x — a*c-\-ab c : 

transposant dans un seul membre tous les termes affectél 

de x, on obtiendrait 

— 3a*x+ 8 ab x + 3 4*0? 
=ifl a ft c -}- 5 aie + b*c— m a*b +Sab* -f 4& 5 , 
d'où Ton conclurait enfin 

aa*c+5a&c+i fl c— iaa»&+8ai ft -f-46 * 
X ~*~ — 3a a +8ai+3i a ^ 

Des questions à deux inconnues , et des quantités 

négatives. 

55 . Dans les questions résolues précédemment , on n'a 
fait entrer qu'une seule inconnue , au moyen de laquelle 
on a exprimé , avec les quantités connues , toutes les 
conditions de la question. Il est souvent plus commode 
pour quelques-unes de ces questions, d'employer deux 
inconnues ; mais alors il faut qu'il y ait, explicitement 
ou implicitement , deux conditions pour former deux 
équations, sans quoi,, on ne pourrait déterminer en 
même temps les deux inconnues. 

La question du numéro 3 , sur-tout comme elle est 
énoncée dans le numéro 4 » se présente naturellement 
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Arec deux inconnues; savoir, l'un et l'autre des nombres 
cherchés. En effet , si Ton désigne 

le plus petit par x , 

le plus grand par y , 

leur somme par a , 

leur différence par b, 
çnaura, par l'énoncé de la question, 

y — x=6. 

Chacune de ces deux équations, considérée seule, no 

peut déterminer absolument Tune des inconnues. Si de 

la seconde , par exemple , on tire la valeur de y , elle 

tjonnera . v 

y=b + X> 

valeur qui semble d'abord ne rien apprendre sur ce 
qu'on cherche, puisqu'elle contient ta quantité #, irai 
n'est pas donnée*, mais si, à la, place de l'inconnue y 
♦qu'elle représente , on la met dans la première équation , 
cette équation , ne renfermant plus alors que la seule 
inconnue x, en donnera la valeur par les procédés déjà 
enseignés. ■ 

On aura en effet , par cette substitution, 

x-j-b ^-x = a> 
ou» SLx-i~b=&, ■...'. -•- 

Èûi— b 
n .. * • x=iz -. 5 

a . 

- . '- • • ■* ' * * 

et mettant cette valeur de x dans celle de y,,tpi est 
b+x> on obtiendra 

, , "■ a — b a + b 
y =£=£4- a; =0-4-- -s=^ :• 

on aura donc, pour les deux 'nombres inconnus, lé» 
mêmes expressions que dans le numéro 3. " 

Il est facile de voir , en effet , que la solution ci-des- 
sus ne diffère point, quant au fond, de celle du n° 5; 

Elém. d'Algèbre. ia* édition. 6 
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seulement j'ai posé et résolu la secondé écfuafîorf 
y — x =r b , que je m'étais contenté d'énoncer eii lan- 
gage ordinaire dans le numéro cité, et dont j'avais con- 
clu , sans calcul algébrique , que le plus grand nombre 
était x -f- b. 

56. Soit encore cette question : 

Un ouvrier travaillant chez un particulier pendant 
12 jours , et ayant eu àvà 
jom,, sa f mm . tt , m fih 
vaille emuite chez le mér, 
sur 5 desquels il a eu avec 
a reçu pour ce temps Sofr 

n gagnaient en- 
et son fds. 



a reçu y4 francs; il a ira- 
particulier 8 autres jours , 
ù sa femme et son fils , et il 
es. On demande combien U 
gagnait par jour pour sa part , et combi 
semble dans le même temps , safemmi 
Soit x le gain journalier du mari , 
y celui de la femme et du fils; 

i à jours d'ouvrage du mari produiront iax, 
y de l..t femme et du fils vaudront yy ; 
on aura donc, par Ta première circonstance du pro- 
blème, 

tax + 72=74- 
8 iours d'ouvrage du mari produiront 8s:, 
5 joursdelafemmeetdufiUvaudront 5y; 
on aura donc , par la seconde circonstance du pro- 
blème , 

8x + 5y=5o. 
En raisonnant ici de même que dans la question pré- 
cédente , on prendra la valeur de y dans la première 
équation , et on aura 
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On thettra cette valeur dans la seconde , en la multipliant 
par 5, puisqu'il y a §y , et il viendra 

7- 
équation qui ne renferme plus que la seule inconnue x. 

En la résolvant , on aura successivement 

56 x -f- 370 — 60 x = 35o, 
370 — 4 x:==: 35o; 

passant— 4 X dans le second membre > et35o dans le 
premier, on obtiendra 

370 — 35o==4* 
20=4^ 






Connaissant x, qu'on vient de trouve? égal à 5 , si ort 
ihfet cette valeur dans la formule 

7£ri££ 

le second membre deviendra connu; et l'on aura 
74—12X5 74 — 6o iA 

J 7 11 

ainsi ^ = 2. 

L'homme gagnait donc 5 francs par jour , tandis que 
la femme et le fils n'en gagnaient que 2. 

57. Le lecteur aura peut-être remarqué qu'en résol- 
vant plus haut l'équation 370 — 4 a? = 35o', j'ai fait 
passer J^x dans le second membre ; j'en ai usé ainsi pour 
éluder une petite difficulté qui aurait eu lieu sans cela, et 
dont je vais donner l'éclaircissement. 

En- laissant 4 x dans le premier membre , et passant 
370 dans le second , on aurait 

— 4a;=;35o — 37o; 
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et réduisant le second membre suivant la règle du n 5 19; 
il en serait résulté A 

— 4a? = — 20. 

Mais puisqu'on a évité dans le numéro précédent le 
signe — qui affecte la quantité 4 # , en passant cette 
quantité dans l'autre membre; que pareillement la quan- 
tité 35o — 370 est devenue 370 — 35o en changeant dô 
membre , et enfin qu'une quantité en passant ainsi d'uni 
membre dans un autre , change désigne (10), il eft 
évident qu'on peut parvenir aux mêmes résultats , ^a 

changeant immédiatement le signe des ijuantités—^* 7 * 
■+• 35o — 370 , ce qui donnera 

4#= — 35o +370, 
ou 4 i x-=î'à w ]o — 35o, 

équation qui est bien la même chose que 

370 — 35o±=4^- 

On peut même n'opérer le changement de signe que 
sur le dernier résultat 

— . .4 #=-—20 ', 

et il vient alors, comme plus haut) 

4 x = 20. 

Il suit delà qu on pourra transposer indifféremment 
dans un membre ou dans l'autre , toutes les 'quantités 
affectées de l'inconnue; on observera seulement de chan- 
ger en même temps les signes dans les deux membres du 
dernier résultat, lorsque l'inconnue sera affectée du 
signe — . 

58. Avant d'entreprendre , par le moyen des lettres * 
la résolution générale du problème du numéro' 56, je vais 
examiner encore un cas particulier. Je suppose que la 
première somme reçue par l'ouvrier soit 46 fr., et la se-* 
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ce&dè 3ô fr. , les autres circonstances demeurant d'ailr 
Ifcurs les mêmes ; les équations de la question seront 

8>x + 5y=z3o t 
La première donne 

multipliant cette valeur par 5 pour mettre le résultat à Ifc *, 
place de S'y dans la seconde > on aura 

o vc + = oo ; 

T 
faisant disparaître les dénominateurs, on -obtiendra . 

56 x + 23o — Sox=2io, 
ou 56 a: — 6o;c=2io — a3o', 

ou, — 4^=— 20; 

et changeant les signes des deux membres , Câpres lat< 
remarque du numéro précédent > on trouvera enfin 

4o: = 2o, 

Si Von substitue, dans l'expression dejr, à la place de *r 
sa valeur 5 , il viendra 

• AQ — 6o 

y= ~l-' 

et réduisant le numérateur de la valeur dey , on aura 

y=- — -,. 
7' 

Maintenant, comment faut-il interpréter le signe — qui , 

affecte la quantité isolée i4? P" conçoit bien ce que 

c'est que l'assemblage de deux quantités séparées par le 

signe — , lorsque la quantité à soustraire est plus petite 

que celle dont on doit la retrancher ; mais de quoi peut- 

on retrancher une quantité qui n'est jointe à aucun© 
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Autre dans le membre où elle se trouve ? Pour éclair*- 
clr cette espèce de- paradoxe , le meilleur moyen qui 
s'offre, c'est de remonter aux équations mêmes qui ex- 
priment les conditions de la question; car tenant de plus 
près à son énoncé , on y lira mieux les circonstances qui' 
ont amené la difficulté présente. . 

Je reprends donc l'équation 

je mets à la place de x sa valeur 5 , et il vient 

; 60+7^^=46. 

La seule inspection de cette équation y fait reconnaître 
une absurdité. En effet, il n'est pas possible de former 
le nombre 46 en ajoutant quelque chose au nombre 6q $ 
qui seul surpasse déjà 46. 

Je prends aussi la seconde équation 

et mettant 5 au lieu de x , je trouve 

4o + 5^ = 3o; 

même absurdité que tout-à-1'heure , puisqu'il faudrait 
que le nombre 3o pût se former en ajoutant quelque 
chose au nombre 40. 

Or les quantités 12 x ou So dans la première équa-r 
tion , 8 a; ou 40 dans la seconde , expriment ce que 
gagne l'ouvrier p^r son seul travail \ les quantités jy et 
5 y représentent les gains attribués à sa femme et à son 
fils ; tandis que les nombres 46 et 3o désignent la somme 
donnée pour le salaire commun de ces trois personnes ; 
on doit bien voir à présent en quoi consiste l'absurdité. 

D'après l'énoncé , l'ouvrier gagnerait plus à lui seul 
qu'il ne le fait aidé de sa femme et de son fils ; il est 
donc impossible de considérer l'argent attribué au travail 
de la femme et du fils comme augmentant; Je s^jajrç de 
cet ouvrier^ 
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Mais sï , au lieu de prendre l'argent attribué à I» 
femme et au fils comme un gain , on le regardait comme 
une dépense faite par eux à la charge de l'ouvrier, alor» 
il faudrait retrancher cet argent de celui que l'homme 
aurait gagné seul , et il n'y aurait plus de contxadictiorv 
dans les équations . puisqu'elles deviendraient 

4° — 5 y = 3p. 
On tirerait de lune comme de l'autre ,. 

'y = ay 
et on cpnclurai^ de là que si l'ouvrier gagne 5 fr. par 
jour / sa femme et son fils lui occasionnent une dépensa 
de 2 fr. ce qu'on peut ^'ailleurs vérifier ainsi. 

Pour 1 2 jours de travail , il reyienf à J'ouyrier 

$*• X xa ou Bq (T - y 

4a dépense de sa femme et dçson fils ; pendant 7 jours ^ 
est de 

il lui reste donc 46 fr. 
- Pour 8 jours de travail , il revient à l'ouvrier 

5 fr *X 8 ou 4o fr - s 
la dépense de sa femme et de son fils , pendant 5 jours^L 
est de 

op. ^ 5 ou ip fr - : 
îl lui reste donc 3o fr. 

Il est bien clair à présent qu'à l'énoncé du numéro- 
56 , il faut , pour que Je problème propose soit pos- 
sible , avec les données précédentes, substituer celui-ci : 

Un ouvrier travaillant chez un particulier pendant i& 

jours , ayant eu avec lui, les 7 premiers j ours , sa femme. 

$t soyjils , qui lui occasionnaient une dépense, a reçit 

46 francs ; il a tra.vqitte' ensuite 8 ajufrts.jowçs , sur 

S desquels il avait avec lui. s a femme et sonjfils v dont il 
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devait encore acquitter la dépense , et il a reçu 3o frï 
On demande combien il gagnait par jour , et combien 
dépensaient, dans le même temps, sa femme et son 
fils. 

En nommant x le gain journalier de l'ouvrier , et y la 
dépense de sa femme et de son fils , pour le même temps ^ 
les équations du problème seront évidemment 

xax-^7y = 46\ 
Sx — 5 y = 3o j 

«t étant résolues comme celles du numéro 56 , elles* 
■donneront 

x = & f -, y ~2*. 

5$. Dans tous les cas où on trouvera pour la valeur 
de l'inconnue un nombre affecté du signe — , on pourra 
rectifier l'énoncé de la question d'une manière analogue 
à la précédente , en examinant avec soin quelle est la 
quantité qui , dadditive qu'elle était dans le premier 
«nonce , doit devenir soustractive dans le second ; mais 
l'Algèbre dispense de toute recherche à cet égard, lors- 
qu'on sait opérer convenablement sur les expression* 
affectées du signe — ; car ces expressions étant déduites 
des équations du problème , doivent satisfaire à ces 
équations : c'est - à - dire qu'en les soumettant aux 
opérations indiquées dans Inéquation, on doit trouver, 
pour le premier membre , une valeur égale à celle du- 

second. Ainsi, l'expression - , tirée des équations 

• » 

Çx + 5^ = 30, 

doit , conjointement avec la valeur x= 5 , déduite des, 
mêmes équations , les vérifier toutes deux* 
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JLa substitution de la valeur de x donne d'abord 

60 + 7^ = 46, 
4P H~ 5 v = 3o. 

11 reste à faire la substitution de à la place àey ; 

et pour cela , il faut multiplier cette expression par 7 
et par 5 , en ayant égard au signe — dont elle est 
affectée, 

Si l'on y applique la règle des signes, donnée dans le 
numéro 42 } pour la division , on aura 

7 

puis , par la règle des signes relative à la multiplication* 
on obtiendra 

7X— 2 = — 1'4 i 

5 X — 2 = — 10. 
Les équations 

60+7^ = 46 et 4° + 5^ = 3o;. 
devenant respectivement 

60 — 14 "= 46 et 4° — 10 = 3o , 

seront vérifiées , non pas en ajoutant les deux partie*, 
du premier membre, mais bien en retranchant la seconde 
de la première , comme on Ta fait plus haut, d'après 
la considération de la forme de ces équations. 

60. Les données du problème du numéro 58 n'ont pas 
permis de le résoudre dans le sens du premier énoncé , 
c'est-à-dire par addition , ou en regardant comme un 
gain l'argent attribué à la présence de la femme et du 
fils de l'ouvrier ; le second énoncé ne conviendrait pa* 
davantage aux donnée^ du problème dû numéro 56.. 
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devait encore <M f ^y comme expri- 

On dema / 1- ^^^ 

dêpensœ h^a***** / 

En -^ • S^ . «. 

dépr ^^ CDt 

j. la valeur de x changerait d'abord 

4o — 5^ = 50. > 

^j/té de ces résultats est précisément contraire i 
**'**%* résultats du numéro 58 , puisqu'il s'agit ici de 
-etdr à des restes plus grands que les nombres So et 
?* dont on retranche les quantités jy et 5 y. 

jVbn-seulement le signe — qui affecte l'expression de 
indique l'absurdité , mais encore il la redresse \ car , 
Rivant la règle des signes , 

7 

et — 7X- 3 = -f-i4 

— 5 X — a = + 10. 
Par ce moyen , les équations 

60 — 7^ = 74, 40 — 5^y=5o, 
devenant 

60+ i4=74> 4° + 10= 5o, 
4e vérifient par addition ; et par conséquent les quantités 
— j y et — Sy y transformées en + 14 , + 10 , au lieu- 
d'exprimer des dépenses à la charge de l'ouvrier , sont 
regardées comme un gain pour lui : on retombe donc en- 
core, dans ce cas, sur le véritable énoncé de la question. 

61, On apprend par les exemples précédens qu'il 



D f A L G i B R E. CI 

peut se trouver dans les énoncés des problèmes du pre* 
mier degré, certaines contradictions que V Algèbre fait 
non-seulement connaître , mais dont elle indique encore 
la rectification, en rendant soustractives certaines quanm 
tités qu'on avait regardées comme additives , ou audi- 
tives certaines quantités que Von avait regardées comme 
soustractives, ou en donnant pour les inconnues des va* 
leurs affectées du signe — >, 

Voilà ce qu'il faut entendre lorsqu'on dit commune-* 
ment que les valeurs affectées du signe — , et qu'on ap- 
pelle solutions négatives , résolvent , dans un sens op« 
posé à son énoncé , la question où elles se rencontrent. 

Il suit de là qu'on peut regarder comme ne formant, 
à proprement parler , qu'une seule question , celles dont 
Jes énoncés sont liés entre eux de manière que les solu-i 
tions qui satisfont à l 'un des énoncés , peuvent, par un 
simple changement de signe , satisfaire à l'autre. 

6a. Puisque les quantités négatives résolvent, dans 
un certain sens , les problèmes qui leur donnent nais- 
sance , il est à propos d'examiner de plus près l'usage 
de ces quantités , et d'abord , de s'assurer de la manière 
dont il convient d'effectuer les opérations indiquées 4 
leur égard. 

On a ci-dessus fait usage des règles des signes , trou- 
vées précédemment pour chacune des opérations fonda- 
mentales ; mais ces règles n'ont point été démontrées sur 
des quantités isolées. Pour la aoustraction , par exemple , 
on a supposé qu'il fallait retrancher de a l'expression 
h — c , dans laquelle la quantité négative — c était pré- 
cédée d'une quantité positive b. A la rigueur , le raisonne-» 
ment ne dépendant point de la valeur de b, conviendrait 
encore quand on aurait iz=o, ce qui réduirait l'expres- 
sion b — c à — c ; mais la théorie des quantités néga- 
livçi étent à la fois Tune des plus importantes » et des 
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plus épineuses de V Algèbre , il est à propos de l'appuyé* 
lux des bases solides. 

Pour parvenir à ce but , il faut remonter à l'origine 
fes quantités négatives. 

La phis grande soustraction que Ton puisse opérer sur 
nne quantité , c'est de la retrancher d'elle-même ; et 
dans ce cas , on a zéro pour reste : ainsi , a — a = o.* 
Mais lorsque la quantité à retrancher surpasse celle dont 
il faut la retrancher , on ne peut plus effectuer eu 
entier la soustraction; on ne fait qu'opérer, dans la 
quantité à soustraire , une réduction égale à la quantité 
dont elle devraitrêtre ôtée. Lorsque de 3, par exemple > 
il faut retrancher 5,, ou qu'on a la quantité 3 — 5 , en 
ôtant d'abord 3 de 5 , on. décompose 5 en deux parties 
3 et 2 dont là soustraction successive reviendrait à 
celle de 5, et par là, au ..lieu de- 3 — 5 on a l'exprès-? 
sion équivalente 3 -^-3 — 2 qui se réduit à. — a. Le- 
signe — qui précède 2 montre que c'est ce dont il s'en 
faut que la soustraction ait pu s'opérer toute entière; 
en sorte que si Ton eût ajouté 2 à la première des quan- 
tités, on aurait eu- 3 -f- 2 — 5, ou zéro. On exprime 
donc , au moyen des signes algébriques , l'idée qu'on doit 
attacher à la quantité négative — a , en formant l'é- 
quation a — a = o , ou en regardant les symbole* 
a — a , b — .. &, etc. comme équivalens à zéro. 

Cela posé, on conçoit que si l'on joint à la quantité 
quelconque a le symbole b—b> qui n'est au fond que 
zéro , on ne .changera point la valeur dé cette quantité , 
et que par conséquent l'expression a -f- a — b n'est 
qu'une autre manière d'écrire la quantité a \ ce qui est 
«bailleurs évident , puisque les termes -f- b et— b se dé-r- 
truisent. 

Mais ayant, parce changement de forme, fait entrer - 
dans la composition de a les quantités -f» b et — b , on ; 
ippitque pour soustraireJ'une quelconque de ces qua#** - 



D' A L G k B R e; 93 

tîtés , îl suffit de l'effacer. Si c'est -j- £ qu'on veut sous- 
traire de a y on l'effacera , et il restera a — b , ce qui 
j'accorde avec la convention établie n° 2 ; si c'est, au 
contraire , — b , on effacera cette dernière quantité , 
et il restera a -f- b , comme on le conclurait du n° 20. 

A l'égard de la multiplication , on remarquera que le 
produit de a — a par -f- b , doit être a b — a*b , parce 
que le multiplicande étant égal à zéro , le produit doit 
aussi être zéro ; et le premier terme étant a b , le second 
doit nécessairement être — a b , pour détruire ce pre-* 
mier. 

On conclura de 14 que — a multiplié par -f- b doit 
donner — ab. 

En multipliant a par b — b , on aura encore ab — ab ,' 
parce que le multiplicateur étant égal à zéro , le produit 
sera aussi égal à zéro ;. et il faudra par conséquent que 
le second terme soit — ab pour détruire le premier 
*j~ ab. 

Donc -f- a multiplié par — b doit donner — ab. 

Enfin si on multiplie — a par b — b , le premier terme 
du produit étant , d'après ce qui précède , — a b, il fau- 
dra que le second terme soit + a b , puisque le produit 
doit être nul en même temps que le multiplicateur. 

. Donc — a multiplié par — b doit donner + a b. 
En rapprochant ces résultats , on en déduit les mêmes 
règles que celles du numéro 3i. 

Le signe d'un quotient , combiné avec celui du divi- 
seur , suivant les règles propres à la multiplication , de* 
vant reproduire le signe du dividende , on conclura de 
ce qui vient d'être dit , que la règle des signes, donnée 
n° 43 , convient encore au cas actuel , et que par con- 
séquent les. quantités monômes , lorsqu'elles sont iso- 
lées, se combinent , par rapport à leurs signes, de même 
que lorsqu'elles font partie des polynômes. 
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63. D'après ces remarques on pourra toujours, lora* 
qu'on rencontrera des valeurs négatives, remonter au 
véritable énoncé de la question résolue , en cherchant 
de quelle manière ces valeurs satisfont aux équations du 
problème proposé ; c'est ce que l'exemple suivant , qui 
te rapporte à des nombres difFérens d'espèce de ceux 
de la question du n° 56, confirmera. 

64. Deux couriers , pour allur à la rencontre l'un dé 
Vautre, partent en même temps de deux villes dont la 
distance est donnée ; on sait combien de kilomvlret 
chaque courier fait par heure , et on demande à quel 
point delaroute qui joint les deux villes , ces cour'tert 
se rencontreront. 

Afin de rendre plus évidentes les circonstances de la 
question , j'ai placé ci-dessous une figure dans laquelle 
les points indiqués par les grandes lettres A et B , repré- 
sentent les lieux de départ des couriers. 



J'exprimerai à l'ordinaire par de petites lettres les don- 
nées et les inconnues de la question. 

a la distance des points de départ A et B , 

b le nombre de kilomètres que parcourt dans un§ 

heure , le courier parti du point A , 
c le nombre de kilomètres que parcourt dans le 
même temps, le courier parti du point B. 

La lettre R étant placée au point de rencontre des deux 
couriers, je nommerai .rie chemin AR fait par le premier, 
y le chemin DR fait par le second 
et comme 

AR + BR = A B, 

J'aurai l'équation 

x+y7= a. 
Considérant ««suite que le* chemins * et_y sont par-* 
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«Ourus dam le ménie temps , on remarquera que le pre- 
mier courièr > qui fait un nombre b de kilomètres es uns 
heure de temps , emploiera à parcourir l'espace x 9 

lin temps marque par 7. 

Dé niêine le second coùriér , qui fait un nombre c 
de kilomètres en une heure , emploiera â pàTcôtirir lé 

chemin _y, un temps marqué par-2- > on aura donc 

%— c 
Les équations de la question seront pat conséquent 

b~c 

Eh faisant diipariître le dénbniiiiatén* & de là *t~ 
fondé, on aura 

C ' 

mettant cette valeur de x dans la première équation, 
celle-ci deviendra 

Ion en conclura 

^+^=ûc; d'où y—£^r c - 

Remettant la râleur dey dans celle de x, on ob- 
tiendra 

c 6-f-c c(6 + c) x 

ou enfin 
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Puisqu'il n'entre aucun signe — dans les valeurs dm 
xetdey % il est évident que quelques nombres qu'on 
prenne pour les lettres a , b , c , on trouvera toujours 
pour x et pour y deux nombres affectés du signe + % 
et que par conséquent la question proposée sera toujours 
résolue dans le sens précis de son énoncé. En effet, on 
conçoit facilement que dans tous les cas où deux cou-* 
riers vont en même temps l'un vers l'autre , ils doivent 
nécessairement se rencontrer. 

' G5. Je suppose à présent que les deux couriers aillent 
dans le même sens , celui qui part du point A courant 
après celui qui part du point B , et qui tend vers un 
point C, placé au-delà du point B } par rapport au 
point A. 

A B R C 

H est évident que , dans cette hypothèse , le çourier 
parti du point A ne peut rencontrer le courier parti du 
point B , qu'autant qu'il va plus vite que ce dernier ; 
et le point de rencontre R n'est plus entre A et B y mais 
au-delà de B , par rapport à A, 

En conservant les mêmes données que ci-dessus , et 
en observant qu'alors 

X AR^BR — AB % 

on aura 

x —y = a. 

La seconde équation 

?_. .y 

b~ c 

n'exprimant que l'égalité des temps employés par le# 
couriers à parcourir les espaces A R et B R , ne change 
point. 



P 9 A L G E B n E. 97 

Les deux équations ci-dessus , étant résolues comme 
les précédentes, donnent 

c 
J.—y)=zza, by — cyz=:ac; 



ac 



y=s= 



c' 



et enfin 



b ac abc w 

c b— c c (i — c)' 

_ ab 

6 C 



Ici les valeurs de x et de^y ne seront positives qu'au- 
tant qu'on prendra b plus grand que c , c'est-à-dire 
qu'on supposera que le courier parti du point A va plus 
vite que l'autre. 

Si l'on fait, par exemple, • 

b ==ao, c£= io, 

on a 

20 a 20 a . 
#=±=— = = 2a : 

20— 10 ÎO 



u 20 — 1 



îoa io a 



là 



a\ 



9 



d'où il résulte que le - point de rencontre R est éloigné 
du point A de deux fois AB. 

Si l'on suppose ensuite b plus petit que c ; qu'on 
fasse, par exemple, 

-fï-±= 10, C±= 20, 

on trouve ^ 

ipa îoa 

ÎO— 20 — ÎO # 

20 a soa 

■' ÎO — 20 — -10 

Élém. d'Algèbre. i 2 e édition • 7 
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Ces valeurs étant affectées du signe —, font voir que 
4a question ne peut plus être résolue dans le sens de 
son énoncé ; et en effet il est absurde de supposer que 
le courier parti du point A , ne parcourant que 10 kilo- 
mètres par heure, puisse jamais atteindre le courier parti 
du point B , qui fait 20 kilomètres par heure , et qui 
est en avant du premier. 

66. Cependant ces mêmes valeurs résolvent la question 

dans un certain sens ; car en les substituant dans les 

équations 

x—yt=a 

b~ c* 

.on a par les règles des signes 

— a -f- 2 a = a 
* a za 
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équations qui sont satisfaites , puisqu'en effectuant les 
réductions qui se présentent, le premier membre de- 
vient égal au second ; et si Ton fait attention aux signes 
des termes qui composent la première , on verra com- 
ment il faut modifier l'énoncé de la question pour en 
ôter l'absurdité. 

En effet, c'est le chemin a, correspondant à x et par- 
couru par le premier courier , qui est véritablement 
soustrait du chemin 2a , correspondant à y et parcouru 
par le second courier ; c'est donc comme si on «vait 
changé y eux x et x en y , et comme, si on avait supposé 
que le courier parti du point B allât après l'autre. 

Ce changement dans l'énoncé en produit un dans la 
direction du chemin des couriers ; ils ne tendent plus 
vers le point C , mais du côté opposé , vers le point C[ à 
comme le montre la figure suivante : 
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C R' A B R 


c 


et leur rencontre se fait en R f . Il résulte de là 




ce qui donne ' 




y — x = a\ 




on a toujours d'ailleurs 








et on trouverait 




ab 10a 
c — b ao — 10 




ac 20 a 




^ C 20-*— ÎO 





Valeurs positives , qui résolvent la question dans le sens 
précis de son énoncé. 

67. Cette question présente un cas dans lequel elle est 
tout-à-fait absurde. Ce cas a lieu lorsqu'on suppose qu» 
les deux couriers vont également vite ; il est visible que 
de quelque côté qu'on les. fasse marcher , ils ne peuvent 
jamais se rencontrer , puisqu'ils conservent entr'eux l'in- 
tervalle de leurs points de départ. Cette absurdité, qu'au- 
cune modification dans l'énoncé ne peut faire disparaî- 
tre , se manifeste bien évidemment dans les équations. 

On a alors J = c, puisque les couriers allant égale- 
ment vite, parcourent le même espace dans une heure ; 
l'équation 

b c 



devient 


b~b. 


et donne 


x =y. 


Par là l'équation ± — 


-y = a se change en 


x — x =± a 


} OU Q =: a , 
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résultat bien absurde } puisqu'il suppose nulle une quart* 
tité a dont la grandeur est donnée. 

68. Cette absurdité se montre d'une manière assez 
I ingulière dans les valeurs des inconnues 

ab ac 

x —b^c' y—bzr c *> 

leur dénominateur h -±- c devenant o lorsque fc= c > on a 

ab ac 

o ' ^ o " 

On n'aperçoit pas aisément ce que peut être le 
quotient d'une division , quand le diviseur est zéro ; on 
voit seulement que si on prenait b très voisin de c , les 
valeurs de x et dey deviendraient très grandes. Pour 
Ven convaincre , il n'y a qu'à prendre 

b = 6 km - , c •=*= 5 km -,8 >" 

on aura x = — = oo<k 

0,2 

5,8a 

qu'on passe ensuite à 

b = .S c = 5,9, 
on aura 

6 a 

0,1 
5,qa- r 

qu'on fasse encore 

; i==6, = 5,99; 

il viendra 

Sa ~ 
x =—=000 a % 

o,oi * 

*" 5,qoa 

• -\ ^ o,oi a * 
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et on voit facilement que le diviseur diminuant à me- 
sure qu'on rend plus petite la différence des nombres 
b et c , on obtient des valeurs de plus en plus grandes. 

Cependant, comme quelque petite que soit une quan- 
tité , elle ne peut jamais être prise pour zéro , il s'en- 
suit que quelque peu différent qu'on supposât les. 
nombres représentés. par les lettres b et c, et quelque 
grandes que fussent par conséquent les valeurs de x et 
de y résultantes , jamais on n'atteindrait à celles qui. 
répondent au cas où b = c. 

Ces dernières ne pouvant être représentées par aucun 
nombre , quelque grand qu'on le suppose , sort dites in- 
finies; et toute expression de la forme — , dont le déno- 
minateur est zéro, est regardée comme le symbole de 
Vùiftni. 

Cet exemple montre que Y infini mathématique est une* 
idée négative, puisqu'on n'y parvient que par l'impos-. 
sibilité d'assigner une quantité qui puisse résoudre la^ 
question. 

On pourrait demander, ici comment les valeurs 

x= — ~, y = — 

o J o 

* 

satisfont aux équations proposées ; car c'est une propriété 
essentielle de l'Algèbre que les symboles des valeurs des mé- 
connues, quels qu'ils soient, étant soumis aux opérations 
indiquées sur ces inconnues , satisfassent aux équations^ 
du problème. 

En lés substituant dans les équations 

x—y — a, 
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qui répondent au cas où b = c , on a , par la première , 

i ci ai 

' • =a, . 

o o 

ab^-db » » 

ou ■ -> s= a # ou ûo-.aô = cXo, 

ou enfin 

= 0, 'puisque cXo = o. 

La seconde équation donne , dans la même circons- 
tance , 

ab _ ab ^ 

les deux î^fctaibres de chaque équation devenant égaux, 
ces équations sont satisfaites. 

Il reste encore à expliquer comment la notion indi- 
quée pgr l'expression — , corrige l'absurdité du résultat 

trouvé dans le n° 67. Pour cela, on divisera par x les deux 
membres de l'équation 

x —y = a y 

pn aura 

y a 

x x 
et comme l'équation 

b~b 

4onne x z=zy , la première deviendra 

v* a et 

I — ir=;- ou = -. 

x - x 

L'erreur consiste ici dans la quantité -, dont le second* 

/ x 

membre surpasse le premier ; mais cette erreur deviendra 
de plus en plus petite, à mesure qu'onjrfendra pour x 
pn plus grand nombre. C'est donc avecraison que l'AJ-. 
gèbre donne pour x une expression qu^ucun nombre, 
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quelque grand qu'il soit, ne saurait représenter, mai» 
qui , venant à la suite de celles qui représentent des nom-, 
,l?res de plus en plus grands , indique dans quel sens on 
peut atténuer de plus en plus l'erreur de la supposition. 

69. Si les couriers allant également vite, et dans le 
même sens , partaient du même point, leur jonction ne 
se ferait plus à un point particulier , puisqu'elle aurait- 
lieu dans toute l'étendue de leur course :il est bon de 
vpir comment cette circonstance est représentée par les 
"valeurs que prennent dans ce cas les inconnues x ety. 

B 

A C 

Le point A et le point B étant confondus ensemble , 
on a pour ce cas , a= o , et .toujours b = c \ il vient donc 

o.i o o.c o 



x 



J r\ 



O o ^ o o 

Pour interpréter ces valeurs , qui indiquent une divi- 
sion dans laquelle le dividende et le diviseur sont nul$ . 
tous les deux , je remonte aux équations de la ques- 
tion. La première, devenant 

x —y = o , donne x =y ; 

et substituant cette vajeur dans la seconde équation , 
qui est alors 

La dernière équation ayant ses deux membres iden- 
tiques , c'est-à-dire composés des mêmes termes , pris 
avec le même signe , est satisfaite , quelque valeur qu'on 
assigne à y , et ne saurait déterminer cette inconnue. 
D'ailleurs , il est évident que l'équation 

x v 

t=*t revient à x-=y , 

et n'exprime paç conséquent;, rien de plus que la 
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première (*). Il résulte seulement de l'une et de 
l'autre , que les deux couriers seront toujours en- 
semble, puisque les distances x et y partent toutes deux 
du pointa, et sont égales, leur valeur restant d' ailleun 
indéterminée. L' expression £ est donc ici le sym- 
bole d'une quantité indéterminée : je dis ici , car il y a 
des cas où cela n'est pas; mais alors l'expression pro-r 
posée n'a pas la même origine que la précédente. 

70. Pour en donner un exemple , soit 

b(a-by; 

Cette quantité devient £ dans sa forme actuelle , lorsqu'on 
fait a = b ; mais si on la réduit d'abord à sa plus sipiplç 
expression, en supprimant le facteur a — b y commun au 
numérateur et au dénominateur, on trouve. 

a (a + A) 
b ~* 

ce qui donne sa quand az=b. 

Il n'en est pas de même des valeurs de x et de y , trou-f 
yées dans le n° précédent; car elles ne sont pas suscep- 
tibles d'être réduites à une plus simple expression. 

Il suit die ce que je viens de dire, que lorsqu'on 
^encontre une expression qui devient^, il faut, avant 
de prononcer sur- sa valeur , chercher si le numérateur 
et le dénominateur n'ont pas quelque facteur com- 
mun qui, devenant nul > rende ces deux termes égaux 
à zéro en même temps ; et en le supprimant , on ob- 



(*-) Pour abréger le discours , Jes analystes appliquent ajrç, 
équations mêmes , lYpilhète d? identique. 

*r ='7 est une é'quatÎQn identique, 5 — 3x ssz 5 — 3ar en est une 

autre j et quand deux équations n'expriment que, la même chos* 
en dit aussi que ces équations sont identiques. 
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tiendra la vraie valeur, de l'expression proposée. Il y a 
cependant des cas qui pourraient échapper à cette mé- 
thode ; mais les bornes de cet ouvrage ne me permet- 
tent que de faire remarquer \efait analytique. C'est en 
traitant du calcul différentiel, qu'on donne les procédés 
généraux pour trouver la vraie valeur des quantités qui 
deviennent § (*). 

71 . Ce qui précède fait voir bien clairement que les so- 
lutions algébriques, ou satisfont complètement à l'énoncé 
du problème , quand il est possible, ou indiquent une 
modification à faire dans l'énoncé , lorsque les données 
présentent des contradictions qui peuvent être levées , 
ou eiifinfont connaître une impossibilité absolue, lors- 
qu'il n'y a aucun moyen de résoudre avec les mêmes 
données , une question analogue dans un certain sens à la 
proposée. 

72. Il faut remarquer dans la solution des différens 
cas de la question précédente , que le changement dç 
signe des inconnues x et y répond à un changement 
dans la direction des chemins que ces inconnues repré- 
sentent. Quand l'inconnue y était comptée de B vers A % 
elle avait chuis l'équation 

x+y=a, 

le signe -f-, et elle a pris le signe— pour le second cas, 
lorsqu'on l'a portée du côté opposé, de B vers C, n° 65 , 
puisqu'on a eu pour première équation 

En effectuant ce changement de signe dans la seconde 



(* ) Voyez le Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral , 
tora. I, ou le Traité élémentaire sur le même sujet. 
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li 


£ M E 


équation 








on trouverait 






x ——y 

b—~c> 



K S 



résultat qui n'est pas celui qu'on a donné dans le n° cité ; 
mais il faut observer que le chemin^ se compose par 
des multiples de l'espace c que parcourt en une heure le 
Courier parti du point B >: et cet espace étant dirigé dans, 
le même sens que l'espace y, doit être supposé de même 
signe , et prendre par conséquent le signe — lorsqu oeu 
le donne ky : on aura , par cette remarque , 

x — y x y 

t?=— ~ ou T==^- 
O — fC q c 

Il suffit donc d'un simple changement de signe pour*, 
comprendre le second cas de la question dans le premier; 
et c'est ainsi que l'Algèbre donne à la fois la solution de 
plusieurs questions analogues. 

Le problème du n° 1 5 en offre un exemple bien évi— -. 
dent. On a supposé dans" cet article , que le père devait 
au fils une somme d\ si on veut résoudre la question 
dans l'hypothèse contraire, c'est-à-dire en supposant- 
que le fils doive à son père la sommet/, il suffira de 
changer le signe de d > dans la valeur de x, et l'on aura,, 

ic — d 

enfin, si on les suppose quittes l'un envers l'autre, il; 
faudra faire d=o, et il viendra 

_ bc > 

a + b' 
Rien n'est plus aisé que de vérifier ces deux solutions ,' 
en mettant de nouveau le problème en équation , poujç . 
chacun des cas qu'on vient, d' énoncer. ' 
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7?. Ce n'est que pour conserver l'analogie entre les 
problèmes des n os 56 et 64 , que j'ai employé deux in- 
connues dans le second. On pourrait résoudre l'un et 
Fautre avec une seule inconnue ; car , lorsqu'on dit que 
l'ouvrier a reçu 74 francs pour 1 2 jours de son travail 
et 7 de celui de sa femme et de son fils , il en résulte que 
si on nomme y le gain de la femme et du fils , et que de 
74 francs onôte 7 y , il reste 74 — J y pour 12 journées 

de l'ouvrier, d'où il suit qu'il gagne — — '-2- par jour. 

Calculant de même son gain pour la seconde circons- 

5o — — 5v 
tance, on trouvera qu'il gagne Q — ^ par jour. 

En égalant ces deux quantités, on formera F équation 

74— 7.y_ 5 °— 5 .y 

i~ — 8 ' 

De même , dans la question du n° 64 , 

é • 

Â 5"" B 

Si x désigne le chemin AR fait par le courier parti 
du pointa, BR = a — x, sera celui du courier parti 
du point B en allant vers A \ ces deux chemins étant faita 
dans le même temps par les couriers qui parcourent res- 
pectivement les nombres & et c de kilomètres par heure , 

on aura 

x a—x 

d'où 

cx = o5 — b x t 
a b 



x 



b + c 



La différence entre les solutions que l'on vient de don- 
ner et celles des n°* 56 et 64 * ne consiste qu'en ce que l'on 
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a formé et résolu la première équation par le secours di* 
langage ordinaire , sans y employer l'écriture algébri- 
que^ et il est évident que plus on pousse loin l'usage 
çlu premier procédé, moins il reste 4faire avec le second, 

7 4* On ajoute quelquefois au problème du n° 64 > , 
une circonstance qui ne le rend pas plus difficile-. 



R C B 



*. 



On suppose que le couder parti du point B s'est mis eflL 
marche un nombre d cH heures avant celui qui part du 
point À. 

Il est évident que cela revient à changer le point d**» 
départ du premier ; car s'il fait un nombre c de kilo- 
mètres par heure , il parcourra un espace B Cz=.cd en . 
d d'heures, et se trouvera, au point. C, lorsque l'autre 
courier partira du pointa; en sorte que l'intervalle des. 
lieux de départ sera. 

AC=AB — BC = a— *d. 

En écrivant donc a—cd f à la place de a , dans Fé-*- 
quatiion du n° précédent , on aura 

x a-r-cd — x. 

l~ c » 

ab — bcd 

X — b+c ' 
Si les couriers allaient dans le même sens., 

A T"' B C ÎT 

f intervalle des lieux de départ serait 

AC=AB+BC=a + cd\ 

le chemin parcouru par le courier parti du point A se-v 
rait AR> tandis que celui de l'autre courier seraiÇ 

ÇRz^AR— 4C'. 

m 
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on aurait donc 

l~ c ' 

■d'où 

ab-^-bcd 

b— c 

75. Enonce de cette manière, le problème présente tin 
t:as où l'interprétation delà valeur négative trouvée pour.*:, 
offre quelque difficulté ; c'est lorsqu'en faisant aller les 
couriers en y ns contraire, on donne au nombre à une 
valeur telle , que l'espace B C représenté par cd , devient 
plus grand que a , qui représente A B. 
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Alors le couiner parti du point B se trouve en C de l'autre 
côté de A y au moment où on fait partir celui-ci, vers le 
point B ; il y a donc absurdité à supposer que les deux 
couriers puissent ainsi se rencontrer. 

Si l'on avait , par exemple , 

a = 4oo km , b = iQ km , ct=8 km , rf = 6o h , 

il en résulterait cd= 48o km , ainsi le point C serait à 
8o km au-delà du point A, par rapport au point B ; mais 
on trouverait alors 

400.12— -60.8. 12 4°° -3 — 60.2. 13 

X ~ 8+12 * — 2 4-3 

1 200 — 144° 2 4° /$> 

— 5 = 5- — — 4*. 

Ainsi la rencontre des couriers aurait lieu dans un point 
R y placé à 48 kra de l'autre côté du point A , mais entre 
A et C, quoiqu'il semble que le courier parti de B, de- 
vant continuer son chemin au-delà du point C , ne pour- 
rait être joint par l'autre courier, qu'après avoir passé 
c« point. 
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Pour connaître la question résolue dans ce cas , il faut 
substituer au lieu de x le nombre négatif — m , dans 
l'équation qui devient 

771 fl — Ca-f-771 y 

ou en changeant le signe des deux membres „ 

771 ca— a-— 77i 

x = — 3 — • 

On yoit que le chemin parcouru par lefccourier parti 



* ». 
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du point B, est cd — a — m } on ce qui reste de BC ,' 
quand on en retranche A B et À R > c'est-à-dire C R , 
et que ^C=cd— a : c'est donc comme si lô second 
Courier eût dû partir immédiatement du point C où il 
»e trouve au départ du premier ; mais puisqu'ils vont 
en sens contraires , leur rencontre doit nécessairement 
avoir lieu dans l'intervalle A C. Ce cas rentre ainsi dans 
le premier de ceux du n° 74 , où il suffît de changer 
a — cden cd — a pour obtenir la valeur qu'aurait m, d'a- 
près l'équation ci-*dessus. (Voyez la note à la fin du vol.). 

76. Le problème du n* 56 , étant généralisé , s' énonce 
ainsi qu'il suit : 

Un ouvrier ayant passé un nombre a de jours dans 
une maison , et ayant eu avec lui sa femme et son fils 
pendant un nombre b de jours , a reçu une somme c ; 
il a passé ensuite dans la même maison un nombre d de 
jours 7 il a eu cette fois avec lui sa femme et son fils 
pendant un nombre e de jours , et il a reçu une somme 
f; OTi demande ce qu'il gagnait par jour, et ce que 
gagnaient sa femme et son fils pendant le même temps. 

Soient toujours x le prix de la journée de l'ouvrier et 
y celui de la journée de sa femme et de son fils : 
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'pour un nombre a de jours , il aura ax , x 

pour un nombre ide jours, sa femme et son fils auront 

by, ainsi 

a x + by=z c; 

pour un nombre d de jours, il aura dx> 

pour un nombre e de jours , sa femme et son fils auront 

ey, ainsi 

dx + ey=f: 

Voilà les deux équations générales de la questipn. 1 
On tire de la première 

_c — by^ 



x 

a 



multipliant cette valeur par d , pour la substituer à la 
place de x , dans la seconde équation , on aura 



a 



«t par conséquent 



±=ÏÈL + ey=f. 



Ci 

a 

En -faisant disparaître les dénominateurs de cette équa- 
tion , on obtiendra 

cd — bdy-\-aey=:af i 

d'où on conclura successivement 

aey — b dy = <*/"■*— c d, 

af—cd 

3 ae—bd' 

Connaissant maintenant^, si on met sa valeur dans 
celle de x , cette dernière sera connue \ on aura 

af-*~cd 

c—b— — ^-3 
ae — ocL 



x== 



a 



Pour simplifier cette expression, il faut d'abord faire la 
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multiplication indiquée sur les quantités ? 

4 « S <*> 

ce qui donne 

a b f— bcd 

ae — bd 

X — n ; 

a 

puis réduire c au dénominateur de la fraction qui t'ao^ 
compagne , et effectuer la soustraction de cette frac- 
tion (5i ) : il vient 

ace — bcd — abf~\-bcd 
ae — b d 

a 

ou en réduisant 

ace — abf 

ae — bd _. 
*=* Z (*)* 



wtm 



(*) Pour qu'il n'y ait aucun doute sur le sens de cette expres- 
sion, il faut faire attention à la barre de division qui se trouve 

placée dans le corps de la ligne. Ainsi , dans l'expression x = — , 

^représente le dividende, soit entier, soit fractionnaire,, et B 
le diviseur, dans Tune et l'autre hypothèses. D'après cette coni 

A 

C 

vention, l'expression x = -^-signifie que x est égal au quotient de la 

A A i 

fraction— ^-divisée par B, et l'expression ;r=-=r- indique pour x le 

s 

quotient de A divisé par la fraction -j?\ enfin on a, par l'expression 

A_ 

C A B 

ocz=—le quotient de la fraction -^r divisée par la fraction -rr« 

U 

Ces remarques font sentir la nécessité de placer les barres coa- 
itrjnéoient au résultat qu'on se propose d'indiquer, 



y 
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fen effectuant la division par a ( 53 ) , on rJbuyera 

ace — abf 

Et en supprimant le facteur c, commun au numérateur 
et au dénominateur ( 38 ) , on aura enfin 

_ce — bf 



Les valeurs 



ce — bd' 



te-J-bf af — cd 

ae — bd' J ae — bd 9 

s'appliquent de la même manière que celles qu'on a trou- 
Vées ci-dessus, pour des équations littérales à une seule 
inconnue : on y substitue au lieu des lettres les nombres 
particuiïers à l'exemple qu'on a choisi. 

On obtiendra les résultats du n° 56 , en faisant 

a = i2, b — 7, c — 1 £ k> 
d = 8 , e = 5 , f = 5o > 

et ceux du n° 58 , en faisant 

d=z 8, e=5, /=3o. 

77. Les valeurs de a: et de y ne conviennent pat 
seulement à la question proposée : elles s'étendent à 
toutes celles qui conduisent à deux équations du pre- 
mier degré à deux inconnues j car il est visible que 
ces équations sont nécessairement comprises dans les 

formules j 

a x ■+- b y = c s 

dx + ey=f, 

pourvu qù*on entende par les lettres à , b , d et e , l'en- 
semble des quantités données qui multiplient respecti- 
vement les inconnues x et y , et par les lettres c étfj 
l'ensemble des termes tout connus , passés dans le se- 
cond membre. 

EUm, d'JJgèbre. M* édition, g 
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De la résolution d'un nombre quelconque d'équations 
du premier degré, renfermant un pareil nombre d'in- 
connues. 

78. Lorsqu'une question renferme autant de condi- 
tions distinctes qu'elle contient d'inconnues ,: chacune 
de ces conditions fournit une équation , dans laquelle 
il arrive souvent que les inconnues sont mêlées entre elles, 
comme on l'a vu déjà sur des problèmes à deux incon- 
nues ; mais si ces inconnues ne sont qu'au premier degré , 
on peut, ainsi qu'on l'a fait dans les numéros précédens, 
prendre dans l'une des équations la valeur de l'une des 
inconnues , comme si tout le reste était connu , et sub- 
stituer cette valeur dans toutes les autres équations, qui 
jne contiendront plus après cela que les autres inconnues» 

Cette opération , par laquelle on chasse une des incon- 
nues, se nomme élimination. Par son moyen, si l'on a trois 
équations à trois inconnues, on en déduira deux équations 
4 deux inconnues, qu'on traitera comme on a fait ci-des- 
sus; et ayant obtenu les valeurs des deux dernières incon- 
nues , on les substituera dans l'expression de la première . 

Si l'on a quatre équations à quatre: inconnues , on en 
déduira en premier lieu trois équations à trois incon- 
nues , qu'on traitera comme il vient d'être dit ; puis ayant 
trouvé les valeurs des trois inconnues , on lçs substituera 
dans Fexpression de la première, et ainsi âe suite. 

Voici pour exemple une question qui renferme trois 
inconnues et trois équations. • 

79. On a acheté séparément les charges de trois voi- 
tures .• la première f qui contenait 3o mesures de seigle , 
ao d'orge et 10 de froment , a coûté a3o francs ; 

La seconde , qui contenait i5 mesures de seigle , 5 
d'orge et 12 de froment, a coûté i38 francs; 

La troisième, qui contenait 10 mesures, de seigle , 5 
d'orge et 4 de froment, « coûté jS francs; 
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On demande à combien revient la mesure de seigle - } 
celle d'orge et celle de froment ? 

Soit x le prix de la mesure de seigle , 
y celui de la mesure d'orge , 
z celui de la mesure 3e froment. 

Pour remplir la première condition, on observera qu« 

3o mesures de seigle vaudront 3o x , 
20 mesures d'qrge vaudront 20 y , 

î o mesures de froment vaudront 1 o * ; 

et le tout devant faite o5o francs , on aura l'équation 
3o x -f- 20 y + 10 « = a3o : 
Pour la seconde condition , on aura 

i5 mesures de seigle qui vaudront i5x, 

6 d'orge 6 y 9 

12 de froment 12 z > 

et par conséquent 

i5 as + G y + i2z= i38: 
Pour la troisième condition . on aura 

10 mesures de seigle qui vaudront 10 x - y 
5 d'orge 5^, 

4 de froment 4 z > 

et par conséquent 

10 x -f- 5 jf -f- 4 z = 75. 

La question proposée sera donc ramenée aux trois 
équations 

3o x -f- 20 y -f- 10 z = 23o, 
i£:r-f- 6^+ laz= i38, 
10 a; -f- 5^y -f- 4z= 75. 

Avant d'en entrepreffre la résolution, j'examine s'il 
n'est pas possible de les simplifier , en divisant par un 
même nombre (12) les deux membres de quelqu'une ; et 
Je vois qu'on peut diviser tous les termes de la pre-* 
mière par 10, et tous ceux de la seconde par 3 : en 



s * * '. 4 j m 'occuper quB 



» . - 
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- *" .yeiconque des inconnues pour 

x .- > ' ;U viïds celle de z dans la première 

■ . —*"i. c . cette inconnue n'ayant point de 

.* ** v £„r sera une quantité sans diviseur , 
. % ..« . ** ,XI 

^ 4 ..-.^ r 5 = a3 — 3 ai — a^y. 

, cette Taleur dans la seconde et la troisième 
|l> *** ou Jes change en 

10 a; + 5^ + 93 — 12 x — Sy= 7 5; 
puisant leur premier membre , on trouve 

92 — 2 x — 3 y = 75. 

pour traiter ces équations , qui ne renferment plu» 
que deux inconnues , ]è prends dans la première la va- 
leur de l'inconnue y ; j'obtiens 

92-46-7* ou r= 4G-7* 

y— g ou y —g > 

et par la substitution de cette valeur , la seconde équa- 
tion devient 

9 q—2x— 3X^^^ = 75. 

Je pourrais faire évanouir le dénominateur 6 par la mé- 
thode ordinaire , mais j'obsœre que ce dénominateur 
étant divisible par 3, peut se simplifier en effectuant sur la 

fraction - — --Z— y la multiplication par 3 , conformé- 
b 

ment au n° $4 de YJjithw* ; j'ai pair ce moyen 
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AS — 7# c 
92 — 2x — — — '- — =73. 

Eh faisant alors disparaître le dénominateur 2 , je trouv» 

184 — 4 ^ — 4*> 4-7.^= *5o; 
le premier membre étant réduit , il vient 

i38 + 3a;= i5o, 
d'où on conclut- 

i5o — i38 12 j 

x = g := ^ > ou x = 4- 

La substitution de cette valeur dans l'expression de 
y donne 

m 4G — 7 X4 46 — 28 t8 - 

et par la substitution des valeurs de x et de -y ., daoa, 
l'expression de z , on obtient 

z=23—3x4 — 2X3 = 23—i2 — 6, ou. z = 5.. 

Il suit de là., que la mesure de. seigle valait 4 francs à 

celle d'orge 3 , 

celle de froment. 5. * 

Cet exemple , en même temps qu'il offre, l'applica- 
tion de la méthode du numéro précédent , doit être 
remarqué pour les abréviations de calcul qu'on y a 
pratiquées. 

80. Je vais résoudre encore le problème suivant. 

Un homme qui s'est chargé de transporter des vases 
de porcelaine , de trois grandeurs , a fait ce marché : 
qu'il paierait autant par chaque vase qu'il casserait ,, 
qu'il recevrait pour ceux qu'il rendrait en bon état. 

On lui donne d'abord deux petits vases , quatre 
moyens et neuf grands ; il came les moyens , rends 
tous les autres e* bon état ,. et reçoit une somme cfc, 
48 Jranes. 
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On lui donne ensuite sept petits vases , trois moyens 
et cinq grands ; cette fois il rend les petits et les moyens , 
mais il casse les cinq grands , et il reçoit seulement 
3 francs. / 

Enfin , on lui remet neuf petits vases , dix moyens 
€t onze grands ; il casse tous ces derniers , et ne reçoit 
en conséquence que 4 francs. 

On demande ce qu'on a payé pour le transport d'un 
vase de chaque grandeur. 

Soit x le prix du transport d'un petit vase , 

y celui du transport d'un moyen , 
z celui du transport d'un grand. 

Il est visible que chaque somme que reçoit le porteur, 
est la différence , entre ce qui lui revient pour les vase» 
qu'il rend en bon état, «t ce qu ij doit pour ceux qu'il a 
cassés \ d'après cette remarque , les trois conditions du 
problème fournissent respectivement les équations 

qx— 4y+ 92 = 38, 
7 x •+> 3 y — 5 2 = 3, 
g x + ioy — 112 = 4. 

La première de ces équations donne 



x 

2 



ç t par la substitution de cette valeur , la deuxième et la, 
troisième équation deviendront 

1 

a5a+3Sy— 81 z , 

-£ hi<\y-,ii2 = 4. 

Faisant disparaître les dénominateurs , on aura 

196 + 28^ — 63 z -f- 6 y — 102=6, 
$5a -f- 36^ — 81 s -f- 20^ •— 22 $ = 8; 
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réduisant le premier membre , on obtiendra 

196 + 34^ — j3z = 6, 
' a5a + *&y — io3z = 8j 

prenant la valeur de y dans la première de ce* équa- 
tions , on aura 

73z— 190 
y ~ 34 ' 
Par cette valeur , la seconde devient 

f252+56x 75z ~ 19 ° -io5a = 8; 

34 

étant délivrée du dénominateur 34 , elle se change en 

34X252 + 56X73z— 5SX190— 34Xio3z=34x8 

ou en 

8568 + 4088 z — •• 10640 — 35o2 z = 272. 

La réduction du premier membre de ce résultat con- 
duit à 

586 z — 2072 = 272 , 
d'où on tire 

2344 
^W ° U *=* 

En remontant de la valeur de a à celle dey , on aura 

73x4 — lc )o 202 — 100 102 „ 

v = — — z=z — ^ = ou v — ^ • 

y 34 34 34 ,ou -y~ °' 

et avec ces deux valeurs , on trouvera 

28+4x3—9X4 28+12—36 4 
x= z 2 — z = — t =- , ou x=z;. 

2 2 2 ' 

On a donc payé 2 fr. pour le transport d'un petit vase, 

3 pour celui d'un moyen, 

4 pour celui d'un grand. 

Cet exemple suffit pour montrer comment il faut s'y 
prendre dans tous les autres cas. . - 
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81. Il arrive souvent que toutes les inconnues Cen- 
trent pas à la fois dans toutes les équations ; cette cir-> 
constance ne change pas la méthode : il suffit de bien 
examiner la liaison des inconnues pour passer des unes 
aux autres. 

Soient pour exemple les quatre équations 

3 u—?sy = 2, 
sx-f 3 y = 39 , 
5 a: — 72 = 11, 

renfermant les inconnues u, x, y et z. 

Avec un peu d'attention , on voit qu'en prenant dan» 
la seconde équation la valeur de x, pour la subs£tuer 
dans la trgisième , le résultat renfermant alors^y et 2, fera, 
par sa combinaison avec la quatrième équation, connaître 
ces deux quantités; puis Avec la valeur dey, on aura 'celles 
de u et de x> par le moyen de la première et de la seconde 
équation. En opérant ainsi , on. fera k calcul suivant : 



x 



_3s— 3y 



* 



5X 9 ft ^ — 72=11^ 
3 



ou 



ou 



135 — 15^ — 142=22, 

l5y+l4z=^lj3 (57). 
I^ea deux équations 

i5^-f 142=? 173^ 

étant résolues , donneront 
ft par ces valeurs , ou aura 



d'à l g è b n e. 

_ S_9— 5x5 _ 5g— i 




— -=- , ou 



= 4: 



s sont donc 
4, îa, 5 et 7- 

Is. La méthode que je viens d'exposer s'applique- 
: aux équations littérales, de même qu'aux équa- 
ns numériques ; mais la multitude des lettres qu'il 
Faudrait employer pour représenter généralement les 
données , lorsque le nombre des équations et des incon- 
nues surpasse 2 , a engagé les algébristes à chercher 
une manière de les exprimer plus simplement. Je la 
d connaître dans l'article suivant; mais afin defour- 
au lecteur l'occasion de s'exercer à mettre les pro- 
blèmes en équation et à les résoudre, j'ai réuni ci-dessous 
ûte d'énoncés, et j'ai indiqué à la fin de chacun 
lultats qu'on doit trouver. 
. i°. Un père étant interrogé sur 'l'âge de son fils, répond: 
' du double de l'âge qu'il a maintenant vous retranchez 
te triple de celui qu'il avait iiy a six ans, vous aurez son 
e. actuel; 

: L'enfant avait g ans. 
2 . Diaphonie, l'auteur du plus ancien livre à" Algèbre 
s reste , passa dans l'enfance le sixième du 
mps qu'il véeut, un douzième dans l'adolescence , 
uuite il se maria, et passa dans cette union le septième 
1 vie, augmenté de cinq ani , avant d'avoir unftls 
mel il survécut de quatre ans, et qui n'atteignit que la 
' é de l'âge où son père est parvenu; quel âge avaii 
mante, lorsqu'il mourut ? 
^ponse : 84 ans. 
Ç°. Un marchand prclùvc tous lesans sur les fonds qu'il 



, la première 
18 fn 
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a dans le commerce, une somme de ioûo francs pour la 
dépense de son ménage; cependant chaqueannèe son bien 
augmente du. tiers de ce qui reste , et au bout de trois 
ansse trouve doublé; combien avait-il au commencement 
de la première année ? 

Réponse : 14800 francs. 

4°- Un marchanda deux espèa 
à \ /{francs le kilogramme, la dei 
combien doit-il prendre de chacune pour en former 
caisse de 100 kilogrammes qui vaille 1680 francs? 

Réponse : 3okUog.de la première 11(70 de la seconde. 

5°. On a rempli en 1 3 minutes un vase contenant 3cj 
litres d'eau, en faisant couler successivement deux fon- 
taines , dont l'une fournissait /^litres par minute et l'au- 
tre 3; on demande pendant combien de minutes chaque 
fontaine a coulé ? 

Réponse : La première 3 minutes , et la seconde 9. 

6°. Une montre marquant midi , l'aiguille des minutes 
se trouve sur celle des heures ; on demande quel est le 
point du cadran où se fera la prochaine rencontre des 
aiguilles? 

Réponse : Lorsqu'il sera 1 heure 5 minutes et -^. 

Obs. Ce problème se rapporte à celui du n" 65. 

7 . Un homme rencontrant des pauvres, veut donner s5 
centimes à chacun, mais en comptant sa monnaie, il 
s' apperçoit qu'il lui manque pour ce la 10 centimes, a fors il 
ne donne que 30 centimes à chaque pauvre et il lui reste 
s5 centimes; on demande combien cet homme avait de 
monnaie , et quel était le nombre des pauvres? 

Réponse ; // avait 1 franc 65 centimes, et les pauvres 
étaient au nombre de f. 

8°. Trois frères ont acheté un bien pour 5oooo francs; 
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il manque aupremier pour payer à lui seul cette acquisi- 
tion, la moitié de V argent qu'a le second ; celui-ci paie- 
rait l'acquisition à lui seul, si on ajoutait à ce qu'il pos- 
sède le tiers de ce qu'a le premier ; enfin le troisième au- 
rait besoinpour faire ce même paiement, de joindre à ce 
qu'il a, le quart de ce que possède le premier ; combien 
chacun a-tr-il d'argent? 

Rép. Le premier a Zoooofr. , le deuxième 4oooo , et 
le troisième 425oo. 

9°. Après unepartie, trois joueurs comptent leur argent; 
un seul ayant perdu , les deux autres ont gagné chacun 
une somme égale à celle qu'ils ont mise au jeu ; après 
une seconde partie J l'un des joueurs qui avait gagné dans 
la précédente perd, et les deux autres gagnent chacun 
une somme égale à celle qu'ils avaient en commençant la 
seconde partie ; à une troisième partie , le joueur qui 
jusque-là avait gagné, perd, avec chacundes deux autres 
une somme égale à celle qui ils avaient en commençant 
cette dernière partie , et alors les trois joueurs sortent 
avec chacun 1 20 francs ; combien avaient-ils en entrant 
au jeu ? 

Rép. Celui qui a perdu à la 1 re partie avait 1 95 francs , 
celui qui a perdu à la 2 e 1 o5 , 

celui qui a perdu à la 3 e 60. 

Formules générales pour la résolution des équations, 

du premier degré. 

• 

83. Pour obvier à Finconvinient que j'ai fait remarquer 
au commencement du numéro précédent , on a imaginé 
de représenter par la même lettre tous les coefficiens 
d'une même inconnue , mais de les distinguer en- les af^ 
fectant d'un ou de plusieurs accens, suivant le nomb*ç 
$es éeraations, 
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Les équations génér-alesàdeuxinconnuess'écwerit ainsi: 
ax + by — c, 

Les coefïiciens de l'inconnue a: sont représentés tous deux 
par a , ceux dey par b ; mais l'accent que portent le» 
lettres de la seconda équation , fait voir qu'on ne les 
régarde pas comme ayant la même valeur que leurs cor- 
respondantes dans la première. Ainsi d est une quan- 
tité différente de a , b 1 une quantité différente de b. 
Lorsqu'il y a trois équations , on les écrit ainsi : 

a x-\-b y +c * = «£, 
a' x + b'y + c'* = d', 
a'-x + Wy + c-'z^d». 

Tous les coefïiciens de l'inconnue x sont désignés par la. 
lettre a, ceux de^ pari , ceux de s par c ; mais chaque 
lettre porte des accens différens qui marquent qu'elle 
appartient à diverses quantités. Ainsi a, a', a", sont trois, 
quantités différentes, et de même des autres. 

Suivant cette marche , s'il y avait quatre i 
quatre équations , on les écrirait ainsi : 

a x + b y -J- c x, -\- d u = e 

dx + b'y + dz + dfu^é 
a"x + i"_y + c"* + a 1 "* = e' 
d-x + b'y + c'a + dTu =6" 

84- Afin de simpliEer les calculs, en évitant lesfi 
tions , on modifie ainsi le procédé de l'élimination : 
Soient les équations 

ax + by = c, 
a'x + b'y=c-; 
il est évident que si l'une des inconnues , x , par exem- 
ple; avait le même coefficient dans les deux équations, 
il suffirait de les retrancher l'une de l'autre , pour Faire 
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disparaître cette inconnue. Cela s'aperçoit tout de suite 
sur les équations 

10 x «+- 11 y = 27 > 

qui donnent .. 

11 y — 9^ = 27 — 15, ou 2^ = 12, ou^t=6* 

Il est visible aussi qu'on peut rendre immédiatement 
les coefEciens de x égaux dans les équations 

a x -f- b y = c, 
dx + b'y=zd , 

en multipliant les deux membres de la première par a '1 
coefficient de a? dans la seconde, et les deux membres de 
la seconde par a y coefficient de x dans la première ; on 
obtient ainsi , 

adx + dby=zdc; 
ad x -f- a Vy = a </. 

Retranchant ensuite la première de celles-ci de la se-* 
conde , l'inconnue x disparaîtra ; on aura seulement 

{aV — d b)y = ac'—d c , 

équation qui ne contient plus que l'inconnue^ ; et l'on 
en déduira 



ad — cd 



y—ab'—b 



j* 



Le procédé que je Viens d'employer peut toujours 
s'appliquer aux équations du premier degré } jpour en 
chasser l'une quelconque des inconnues. 

En éliminant de même l'inconnue y y on aurait la 
valeur de x. 

Si Ion applique ce procédé aux trois équations renfer- 
mant x , y et z , on pourra d'abord éliminer x entre la 
première et la seconde, puis entre la première et la troi- 
sième ; on parviendra auisji * deux équations , qui ne 
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renfermeront plus que y et z , et entre lesquelles oti 
éliminera ensuite^. 

Si l'on effectue le calcul , l'équation en z , à laquelle 
on parviendra , aura un facteur ooramun à tous ses 
termes, et ne sera par conséquent pas la plus simple que 
Ton puisse obtenir. 

85. Bezout a donné une méthode fort simple pour 
éliminer à la fois toutes les inconnues hors une, et par la- 
quelle on ramène immédiatement la question à des équa- 
tions qui contiennent une inconnue de moins que les 
proposées. Quoique ce procédé ne soit nécessaire que 
lorsqu'il s'agit des équations à trois inconnues, je com*- 
inencerai par l'appliquer à celles qui n en contiennent 
que deux , afin d'embrasser le sujet en entier. 

Soient les deux équations 

a x + by = c, 
a! x + b'y = d : 

en multipliant la première par une quantité m , qui soit 
indéterminée , il viendra 

amx + bmy = mc; 

et retranchant de ce résultat l'équation 

d x -+- V y = d , 
on aura 

cmi-t/ji + i my — V y ^cm — d, 
ou Çam—a!} x -f- (^ m—* b f )y^= cm—>d. 

Puisque rien ne détermine la quantité m, on peut 
supposer qu'elle soit telle , que b m = V. Dans cte 
cas , le terme multiplié pary disparaissant , on a 

cm~~ d 



•' x — 



01»— ot, J 



K 



' 
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e; 


mais à cause de b m 


■=V y il résulte, 






V 
m= T : 




donc 




V 




• 


cV 
b 
X ~aV 


-*' cb>- 

.d~^ ab '- 


■ht 

bd' 
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b 

Au lieu de supposer Ara =6', si l'on fait am—d % 
le terme affecté de x s'évanouira, et il viendra 

c m^-(/ 

y—bm—v 

La valeur de m ne sera plus la même que tout-à-1'heure ; 
car on aura 

d 

a 

et en substituant dans l'expression dey, on trouvera 

cd—*ad 1 

y — bd—aV 

En changeant les signes du numérateur et du dénomina- 
teur de cette valeur, son dénominateur sera le même 
que celui de x , puisqu'on aura 

ad —cd 

y~ aV—bd* 

86. Soient maintenant les trois équations 

ax + by + cz = d, 
dx -f- Vy -f- dz = cf , 
a"x -f- Vy + c"z = d° : 

l'analogie conduira aisément à multiplier la pre- 
mière et la seconde par deux quantités indéterminées m 
et n, à les ajouter ensemble, et à en retrancher latroi- 
eième ; car par ce moyen elle* seront employées toutes 



* 
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en même temps, et les deux nouvelles quantités rit ëk /i> 
dont il est permis de disposer à volonté , pourront être 
déterminées de manière à faire disparaître en mémo 
temps du résultat deux des inconnues. En opérant 
ainsi, et réunissant les termes qui multiplient une même 
inconnue , on aura 

( am+dn—d' )x-f (bm+b'iu- V )y+ (cm+dn — c" > 

=dm-\-d!n — d". 

Si on veut feire disparaître x et y , il faudra poser pottf 
cela les équations 

a m + d n = a", » 

b m -f- b n = V s 

ci alors il viendra 

dm + d'n — d" 
c m -f- d n — c" 

Des deux équations dans lesquelles metn sont les in- 
connues , il est facile de déduire la valeur de ces quan- 
tités au moyen des résultats obtenus dans le numéro pré- 
cédent; car il Suffit de changer dans' ceux-ci a? en m,y en h, 
et d'écrire au lieu des lettres 

/ u ^ i l es lettres \i* u iu 

ce qui donnera 

dV—Vd' 



m = 



n = 



ab'—bd* 
aV—ba " 
ab'—bJ' 



Substituant ces valeurs dans celle de z y et réduisant tout 
les termes au même dénominateur , on trouvera 

d(b'a"— a'b")+d'(a b"— b a^—d'^a b'—b a') 



c (A'a"— «'£")-K(a b"~b a")— c"(« b'g-b «' )' 



* 



Jd'à L G E B n X. I2ç) 

Si on avait fait évanouir lea ternies affectés de x et dft 
Tes m et n auraient dépendu. 



des deux équations 

am + o^ 

t en opérant comi 



cm + c'n = c*; 
, on aurait trouvé 



i(tV-«»V) + b' {a c "-ca")-i"( a c'-c a')" 
Enfin , en posant les équations 

bm + b'n = b", cm + c'n = c', 

on ferait disparaître les termes multipliés par y et par z \ 
et il viendrait 

_ dgc'b'—b'c^ ■+■ d (b c"— c ft»)— <F(A c'— c 5' ) 
* — a(cb"—b'c") + d(b c"— c b")—a"(b c"— c i' ) ' 

En développant ces valeurs de manière à rendre leurj 
termes alternativement positifs. et négatifs, et changeant 
en même temps les signes du numérateur et ceux du dé-* 
ïionlinateur, dans la première et dans la troisième, on 
pourra leur donner les formes suivantes : 

_ab'd a —ad:b" + da'b"—ba'd" -\-bd'a a —db'a a . 



ai'c"— ac' b" + v ab"—b u'< 


" + bc'a"—cb'a* 
• + dc'a"—cJ'a' 


->' —ab'c'—ac'b" +ca , b'—bu\ 
db'c , — Jc'b' + ,,n"—bJ, 


+ bc'a--cb'a" 
' + b,'d"—cb , ct'_ 



a b' c"— u c'b" +■ c a'b'— b d V + b v 
87. Soient les quatre équation» 

a x + by + cz + d U = e 
d x -+- b' y ■+- c'a -f à' u = é 
a"x + b"y + t*z 4. â"u = tt 
<fx + b"y + d'& + d"u — é 
Elém, dAlgèbre. la* édition. J 
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on multipliera la première par m , la seconde par n 9 
la troisième par p , on ajoutera les produits , et en re- 
tranchant ensuite la quatrième , on trouyera 

\am + an + d'p -c^x -f- (bm + Vn + b"p—V)y 
4-(c77i+c / /i + c"p — c w j z +(dm-{- dfn-j- ^'p — cF^u 

= e 77i -f-e'rc + e"p — e v . 

Pour avoir u, on posera 

a m + a' 7i + a"/? = a*, 
fc m + Vn + i"p e= ft", 

<; m -J- c'ti -|- c"p == c*, 
et il viendra 

em -J-e'n + e "p — e * 

U — dm + d'n+d'p—d»' 

Les équations précédentes qui doivent donner m, netp, 
se résoudraient parle moyen des formules trouvées pour 
le cas de trois inconnues. Cette marche doit paraître très 
commode et très simple ; mais l'observation de la forme 
des résultats obtenus ci - dessus , fournit le moyen de 
les retrouver sans calcul/ 

88. Pour remonter au premier anneau de la chaîne , 
je prends l'équation à une inconnue ax , = b ; j'en tire 

b 

07 = -, 

a 

où l'on voit que le numérateur est le terme tout connu b, 
et le dénominateur, le coefficient a de l'inconnue. 
Les deux équations 

ont donné 

c V — b c' ad — cd * 

X — aV — ba" y ~ab' — baï' 

le dénominateur se compose encore des lettres a, a' 
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/', &', qui multiplient les inconnues ; on écrit d'abord 
la lettre a à côté de la lettre b , ce qui donne ab ;' on 
échange ensuite a et b entre eux pour avoir ba , et en 
affectant cet arrangement du signe — , il vient ai — ba; 
on met enfin un accent à la seconde lettrede chaque terme: 
Voilà le dénominateur ab' — ba' formé. 

Voici maintenant de quelle manière peut s'en déduire 
le numérateur. Il est facile d'apercevoir que pour celui 
de jj on change les a en c , et les b en c pour celui de y ; 
car, de cette manière, on trouve pour l'un çb' — bc', 
et pour l'autre ac' — caf. Le numérateur se conclut donc 
du dénominateur, dansle cas de deux inconnues, comme 
dans celui d'une seule , en changeant le coefficient de 
l'inconnue qu'on cherche, dans le terme tout connu, et en 
conservant d'ailleurs les accens tels qu'Us sont. 

La seule inspection des valeurs résultantes des équa- 
tions à trois inconnues , suffit pour montrer qu'elles n'é- 
chappent point àcette règle. A l'égard de leur dénomi- 
nateur , il faut un peu plus d'attention pour en recon- 
naître la formation. Cependant , puisque dans le cas des 
deux inconnues, le dénominateur présente tous les arran- 
gemens possibles des deuxlettreso etiqui multiplient ces 
inconnues, il est naturel dépenser que lorsqu'il y a trots 
inconnues, leur dénominateur doit renfermer tous les ar- 
rangemens des trois lettres a, b, c; et pour former jes 
arrangemeus avec ordre , on s'y prend de la manière 
•uivante. 

On forme d'abord les arrangemens ab — ba des deux 
lettres a et b ; à la suite du premier a b, on écritla troi- 
sième lettre c, ce qui donne aie; et faisant passer cette 
lettre partoutes Ie3 places, avec l'attention de changer le 
signe chaque fois , et de ne pas troubler l'ordre respectif 
de a et de b , il en résulte 

abe — acb-\-cab. 
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Opérant de même sur le second arrangement de deux 



— bac + bca—cba; 

réunissant ces produits aux trois précédens, puis mar- 
quant la seconde lettre d'un accent et la troisième de 
deux, on trouve 



résultat conforme à celui que présentent les formule» 
obtenues immédiatement. 

Il est facile de conclure de là, que pour former le dé- 
nominateur dans le cas de quatre inconnues, il faudrait 
introduire lalettre d dans chacun des six produits 

abc — acb-^-cab — bac-\-bca — cba , 

et lui faire occuper successivement toutes les places; le 
terme abc, par exemple, donnerait les quatre suivans: 

abcd — ahdc + adbc — dabc. 

En opérant de même sur les cinq autres produits, le ré- 
sultat total aurait vingt-quatre termes, dans chacun des- 
quels la seconde lettre porterait un accent , la troisième 
deux, et la quatrième trois. Les numérateurs des incon- 
nues u, z, y et a;, se concluraient par la règle énoncée 
F* haut (*). 

89. Pour faire servir ces formules à la résolution des 
équations numériques, il faudra comparer terme à terme, 
ïes équations proposées, avec les équations générales de* 
numéros précédens. 

Pour résoudre, par exemple, les trois équations 

(*) M. Laplace, dans laisconde parfie ilus Memcùra He l'Acadé- 
mie lici Sciences pont 1771 , page atyf , a (ïcmonlre à priori ru 
règles. Vojeî aussi 1rs annales île Jiltiilirimatiques pures et ap- 
pliquées, gnt H. GeiRonns, T.tV,l»l« 148. 
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7 *•+-% + a z ~ 

8x + 7 y 4-9*= LM, 
x + 4^ + 5 3 = 55, 

îl faudra comparer, terme à terme, ces ' équations à 
celles du n" 86 , ce qui donnera 

a = 7, b = 5, c ■= a, d = 79, 
a' = 8, V = 7, </ = g, d 7 = 1 33 , 
a"= 1, M= 4, e"= 5, d"~ 55. 
Substituant ces valeurs dans les expressions générales de* 
inconnues x,y et = , et effectuant les opérations indi- 
quées, on trouvera 

f=4. ^—9. *=3. 

11 est important de remarquer que les mêmes expres- 

ïions serviraient encore, quand les équations proposée» 

n'auraient pas tous leurs termes affectés du signe -f- ,. 

comme semblent le supposer les équationsgénéialesdont 

ces expressions sont déduites. Si l'on avait, par exemple, 

3x- 9 y + &z = 4 h 

— 5x + 4y + sz = — *o, 

n x — -j y — 6 = = 37 , 

îl faudrait, en comparant les termes de ces équations à 

leurs correspond ans dans les équations générales, avoir 

égard aux signes, ce qui donnerait 

a= + 3,4=_ 9 ,c= + 8,rf= + 4i, 

a'= — 5, b' = -f- 4, >/ = + 2, d' = — QO , 

c"=+ 11,4"=- 7, ^=—6,^^ + 37, 
et ensuite déterminer, conformément aux règles du nu- 
méro 3i , le signe que doit avoir chaque terme des ex- 
pressions générales de x } y,z s d'après les signes des fac- 
teurs dont il est composé. C'est ainsi qu'on trouverait, par 
exemple, que le premier terme du dénominateur com- 
mun , qui est ab' c", devenant 43X+4X — $< change 
de signe, et produit — 73. En faisant la même attention. 
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pour les autres termes, tant des numérateurs que de» 
dénominateurs, prenant, d'une part, la somme de ceux 
qui sont positifs, et de l'autre, celle de ceux qui sont né- 
gatifs, on trouvera 

2774 — 2834 — 60 
x = - ',' -■- ■ - - - " = —=-=+ s, 
5oa — 02a — 00 

| 3û22 21)52 4-9° 

■^ 5qa — 622 — 3o ' 

_ 585g— 588q _— oo_ i 
5ga — G22 — 5o 

Dfî équations du second degré à une seule inconnue. 

go. Dans les équations que j'ai traitées jusqu'ici, lej 
inconnues ne montaient qu'à la première puissance» 
ou n'étaient point multipliées entre elles : ces équationi 
n'étaient que du premier degré ; mais si l'on se propo- 
sait seulement la question suivante : Trouver un nombre 
tel, qu'étant multiplié par son quintuple , le produit soit 
égala ia5 , en désignant ce nombre par x, son quin- 
tuple serait 5.r , et ou aurait 

5 x"= 125. 

Cette équation est du second degré , parce qu'elle ren- 
ferme j;' , ou la seconde puissance de l'inconnue. Si Ton 
dégage cette seconde puissance de son coefficient 5 , on 
obtiendra 

3:'=-=-, ou x* = aS. 



On ne sauraïtici concîurel'inconnue x comme dans le 
numéro 1 1, et la question proposée est seulement rame- 
née à trouver un nombre qui, multiplié par lui-même, 
donne s5. Avec un peu d'attention , on reconnaît que c« 
nombre est 5; mais il arrive rarement que l'on puissede- 
viner ainsi la solution cherchée ; on est donc conduit 
à cette nouvelle question numérique ; trouver un nom- 
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bre qui, multiplié par lui-même , donne un produit égal 
à un nombre proposé, ou, ce qui est la même chose, re- 
venir de la seconde puissance au nombre qui l'a produite, 
et qu'on appelle sa racine quarrée. Je vais m'occuper 
d'abord à résoudre cette question , parce qu'elle ser- 
vira pour déterminer les inconnues dans toutes les équa- 
tions du second degré. 

91. La méthode qu'il faut employer pour trouver Ou 
extrairela racine des nombres, suppose que l'on connaisse 
la seconde puissance de ceux qui sont exprimés par un 
seul chiffre ; voici donc les neuf premiers nombres avec 
leur seconde puissance écrite au-dessous de chacun ; 
133456789 
1 4 9 16 25 36 49 64 81. 

On voit par cette table que la seconde puissance 
d'un nombre exprimé par un seul chiffre , n'en contient 
pas plus de deux : 10 , qui est le plus petit des nombres 
exprimés par deux chiffres, en atrois à son quarré, 100. 
Pour se préparer à décomposer la seconde puissance v 
d'un nombre exprimé par dLUXchiffres.il faut en étudier 
d'abord la formation; et pour cela, je vais chercher com- 
ment chaque partie du nombre 47, par exemple, con- 
court à la production du quarré de ce nombre. 

On peut décomposer 47 en /\0 -f- 7, ou en 4 dixaines 
et7unités; en représentanl par oies dixaines du nom- 
bre proposé , et par b ses unités , sa seconde puissance 
sera exprimée par 

(«+ 6) (a+b-) = a*+2ab + b'; 

c'est-à-dire qu'elle contiendra trois parties , savoir : le 
quarré des dixaines , deux fois le produit des di vailles 
par les unités , et le quarré des unités. Dans l'exemple 
que j'ai choisi, a = 4 c & liame = ou 4? unités, et à =7; 
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&' = 49 

Total, a'-f a ai-f-i'^ 22091= 47 X 47>' 

Pour revenir maintenant du nombre aaog à sa racine 
47, on observera d'abord que le quarré des dixaines , 
iGoo,u'apointde chiffre significatif d'un ordre inférieur 
aux centaines , et qu'il est le plus grand quarré qua 
puissent contenir les 22 centaines de 220g; car aa 
tombe entre 16 et a5, c'est-à-dire entre le quarré de 4 
et celui de 5 , comme 47 tombe entre 4 dixaines ou 40, 
et 5 dixaines ou 5c. 

Si donc on cherche le plus grand quarré contenu dans 
aa,on trouvera i6,dontlaracine4exprimcra lesdixaines 
de celle de 2209 : retranchant ensuite i S centaine! 
ou iSoo, de 2203, le reste 609 contiendra encore la 
double produit des dixaines parles unités, 5So, et le 
quarré des unités 49- Mais le double produitdes dixaines 
par les unités , n'ayant point de chiffres d'un ordra 
inférieur aux dixaines , doit se trouver dans les deux 
premiers chiffres 60 du reste 609, qui contiendront en 
outre les dixaines provenues du quarré des unités. Ce- 
pendant, si on divise So par le double des dixaines 8 , on 
aura , en négligeant le reste , un quotient 7 égal aux 
unités cherchées. Multipliant ensuite 8 par 7, on for- 
mera le double du produit des dixaines par les unités, 
5So, et le retranchant du reste total 609, on obtiendra 
une différence 49) quidoit être, et qui est en effet le 
quarré des unités. 



f. 'opération que je 



de raisonner se dispose 
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a >°9 | 47 



Goq 



On écrit le nombre proposé comme s'il s'agissait de le 
diviser par un autre , et on destine à la racine la place 
que devrait occuper le diviseur. Ensuite on sépare par 
une virgule les unités et les dixaines , pour ne consi- 
dérer que les deux premiers chiffres sur la gauche , qui 
doivent contenir lequarré des dixaines de la racine. On 
cherche le plus grand quatre iS, contenu dans ces deux 
chiffres ; on eu porte la racine 4 à la place qui lui est 
affectée, et on retranche iS de as. A côté du reste 6, 
on abaisse les deux autres chiffres , oo , du nombre pro- 
posé ; oa sépare le dernier qui n'entre point dans le 
double produit des dixaines par les unités ; on divise la 
partie restante à gauche par 8, double des dixaines de 
la racine , ce qui donne pour quotient les unités 7 ; et 
pour former tout d'un coup les deux dernières parties 
du quatre que doit contenir G09 , on écrit 7 à côté ( 
8 , d'où résulte le nombre 87 , qgal au double des 
dixaines plusles unités, ouà aa-\-b, et qui, étant mul- 
tiplié par 7 ou par b, reproduit 609 = 2 a B -+- £*, ou le 
double produit des dixaines par les unités, plus le quarré 
des unités : faisant la soustraction il ne reste rien ', et 
l'opération achevée prouve que 47 est la racine quarrée 
de aaog. 

Soit encore à extraire la racine quarrée de 3a4 ; i* 
h'spose l'opération comme il suit : 
3,a4 I .8 



aa,4 

"4 
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et d'après ce qui vient d'être dit , je trouve i pour les 
dixaines de la racine ; ces dixaines étant doublées , me 
donnent le nombre a , par lequel il Faut diviser les deux 
premiers chiffres aa du reste. Or 22 contient q onze 
fois , et non-seulement on ne peut avoir à la racine , ni 
plus de io, ni 10 , mais g lui-même serait encore trop 
fort dans le cas actuel; car en écrivant 9 à côté de a, et 
multipliant ag par 9 , comme le prescrit la règle , on 
aurait pour résultat aSi , qu'on ne saurait retrancher 
de aa4- On ne doit donc regarderla division de aa par a, 
que comme un moyen approximatif de trouver les unités, 
et il faut diminuer le quotient obtenu, jusqu'à ce qu'on 
parvienne à un produit qui ne surpasse point le reste 
aa4 , condition que remplit le nombre 8 , puisqus 
8x28 = 224 ". donc la racine cherchée est 1 8. 

En formant les trois parties du quatre de 18, ou 
trouve : fl a = 100 

¥~ 64 



Total, 



3a4=i8xi 



et on voit que les S dixaines que contient le quarré des 
unités étantréunies à 160, double produit de.- dixaines 
parles unités, altèrent ce produit, de manière que la 
division par le double des dixaines ue peut plus donner 
les unités seules. 

ga. L'extraction de la racine quarrée d'un nombre 
composé de trois ou de quatre chiffres, ne saurait arrêter, 
d'après ce qui précède ; mais il faut encore quelques dé- 
tails pour mettre le lecteur en *tat d'extraire la racine 
d'un nombre exprimé par autant déchiffres qu'on voudra, 
et on va les voir naître des principes déjà posés. 

Tout nombre au-dessous de loo n'aura que quatre 
chiffres à son quarré, puisque celui de 100 est ioooo» 
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ou le plus petit nombre exprimé par cinq chiffres. Cela 
posé , pour examiner laformation du quarré d'un nombre 
au-dessus de 100, de 473, par exemple , on pourra dé- 
composer ce nombre en 470+3, ou 47 dixaines, plus 
3 unités ; et pour déduire son quarré de la formule 

a' + aab + fr, 

on fera a = 47 dixaines — 470 unités, 6 = 3 traités, 



Total , 333729= 473 X 473. 

Onvoitdans cet exelnple que le quarré des dixaines n'a 
point de chiffres significatifs d'un ordre inférieur aux 
centaines , et cela doit être en général , puisque des 
dixaines multipliées par des dixaines, produisent tou- 
jours des centaines (Arhk. 3a >. 

C'est donc dans la partie 2337 qui reste sur la gauche 
du nombre proposé] après qu'on en a séparé les dixaines 
et les unités , qu'il faut chercher le quarré des dixaines ; 
it comme é,-jl> tomba entre 47 dixaines, ou 47° > et 4^ 
dixaines, ou 48°, aa 37 doit tomber entre le quarré 
de 47 et celui de 48 , d'où il suit que le plus grand 
quarré contenu dans aa37 , sera celui de 47 . oa des 
i de la racine. Il est évident que pour retrouver 
iines,il Faut opérer comme si on voulait extraire 
la racine quarrée de 3337 ; mais au beu d'arriver à un 
résultat exact , on trouvera un reste contenant les cen- 
taines formées par le double produit des 47 dixaines 
multipliées par les unités. 

Pour pffpctuerle calcul, ondispose l'opération 
n lt Toit ici : 
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16 


87 


63,7 
60 9 


943 


282,9 
0839 



On sépare d'abord les deux derniers chiffres 23, et pouf 
extraire la racine du nombre 2337 restant sur la gauche , 
011 sépare encore les deux derniers chiffres 37 de ce 
nombre ; de cette manière , le nombre proposé est par- 
tagé eu tranches de deux chifFres , en allant de droite à 
gauche, On opère sur les deux premières tranchescomme 
on l'a fait dans le numéro précédent sur le nombre aaog, 
ce qui donne les deux premiers chiffres 47 de la racine - 
mais on trouve un reste 28, lequel, joint auxdeux chif- 
fres 2g de la dernière tranche , renferme le double dil 
produit des 47 dixaines par les unités , et le quatre des 
unités. On sépare le chiffre g, qui ne peut faire partie du 
double produit des dixaines parles unités , et on divise 
382 par g4, double des 47 dixaines ; écrivant le quotient 
3 à côté de g4. et multipliant 0.4^ par 3, il vient 2829, 
nombre précisément égal au dernier reste, et l'opération 
est terminée. 

g3. Pour montrer comment il faut opérer sur un 
nombre quelconque , je vais extraire la racine de 
na3gi824- Quelle que soit cette racine , on peut 
toujours la concevoir décomposée en dixaines et en 
unités, comme dans les exemples précédens. Le quarré 
des dixaines n'ayant aucun chiffre significatif d'un 
ordre inférieur aux centaines , les deux derniers 
chiffres 24 ue pourront y entrer; on les séparera 
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donc , et la question sera ramenée d'abord à cher- 
cher le plus grand quarré contenu dans la partie 
aa3gi8, restante à gauche. Cette partie étant com- 
posée de plus de deux chiffres , il en faut conclure 
que le nombre qui exprime les dixaines de la ra- 

3 cherchée , en a plus d'un ; il peut donc être dé- 
composé à son tour en dixaines et en imités. Le 
quarré de ces dixaines n'entrant point dans les deux 
derniers chiffres 18 de la partie 223gi8, c'est dans 
les chiffres aa3o restant à gauche , qu'il Faudra le cher- 
cher; et puisque Ba3g a encore plus de deux chiffres, 
le quarré qu'il doit contenir en renfermera au moins 
; le nombre qui exprime les dixaines 
que l'on cherche, aura donc plus d'un chiffre : c'est 
donc enfin dans sa qu'il faudra chercher le quarré de 
celui qui représente les unités de l'ordre le plus élevé 
de la racine demandée. .Par cette suite de raiaonne- 
mens qu'on peut pousser aussi loin qu'on voudra, le 
nombre proposé se trouvera partagé en tranches de 
deux chiffres en allant de droite à gauche ; il est bon 
- d'être prévenu que la dernière tranche à 
gauche pourra ne contenir qu'un seul chiffre. 

Le nombre proposé étant ainsi partagé en tranches. 



et dispi 

ni ères tranches comme 
is l'exemple du numéro 
précédent; et lorsqu'on a 
trouvé les trois premiers 
chiffres473, àcôté du reste 
1 89 , on abaisse la quatrième 
tranche 24, eton considère 
le nombre 18924 , comme 
contenantle double produit 
des 4?3 dixaines trouvées 
par les unités cherchées, 



le voit ici , 



„pcT, 



r les trois 



sa,3 9 ,i8,a4 


473a 


16 


87 


63, 9 
609 


943 
946a 


3oi,8 
a 8 3 î„ 




■8 S a,4 

1893,4 
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plus le quarré de ces unités. On sépare le dernier chiffra 
4 ; on divise ceux qui restent à gauche par g4S, double 
de 470 , et on fait ensuite ia vérification du quotient 2 ( 
comme dans les opérations précédentes. 

L'opération se termine là dans cet exemple ; mais il 
est aisé de voir que s'il y avait une tranche de plus , lea 
quatre chiffres trouvés 4732 , exprimeraient les dixaines 
d'une racine dont on chercherait les unités, et que par 
conséquent il faudrait diviser le reste qu'il y aurait 
alors , plus le premier chiffre de la tranche suivante , 
par le double de ces dixaines, et ainsi de suite pour 
chacune des tranches à abaisser successivement. 

9,4. S'il arrivait qu'après avoir abaissé une tranche, 
le reste , joint au premier chiffre de cette tranche , 
ne contînt point le double des chiffres trouvés , il fau- 
draitposer o à la racine ; car, alors , la racine n'aurait 
point d'unités de cet ordre : on abaisserait ensuite la 
tranche suivante pour continuer l'opération comme à 
l'ordinaire. L'exemple ci— 49i42,o9 I 7°^ 
joint est relatif àcecas. On 04,20,9! i4°3 
n'a point écrit les quantités 0000 

à soustraire , mais on a effectué les soustractions pat 
la pensée, comme dans la division. 

g5. Tous les nombres ne sont pas des quarrés 
parfaits. En jetant les yeux sur la table de la page 
i35 , on voit qu'entre les quarrés de chacun des 
neuf premiers nombres, il existe de3 lacunes com- 
prenant plusieurs nombres qui n'ont point de racine ; 
45 , par exemple , n'est point un quarré , puisqu'il tombe 
entre 3G et 49- H arrivera donc le plus souvent que lé 
nombre dont on demandera la racine quarrée, n'en aura 
point ; mais en opérant comme s'il en avait une , le 
résultat sera la racine du plus grand quarré qu'il contient. 
Si on cherche, par exemple,, la racine de 3376, on 
trouvera 47 . «t '1 restera 67 , ce qui montre qua 
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le plus grand quarré contenu dans 2276, est celui de 
47, ou 3309. 

Comme on pourrait craindre , après avoir trouvé la 
racine du plus grand quarré contenu dans un nombre , 
d'avoir mis quelques chiffres trop faibles à la racine, 
in moyen de reconnaître si le reste est trop consi- 
dérable , et si la racine trouvée est trop petite. Le 
quarré de a -f- b étant 

(r 1 4- a a b + fi' , 

n fait b = 1 , le quarré de a 4- 1 sera 

a' + sa+i, 

quantité qui diffère de a', quarré de a , du double de a, 
plus l'unité. Donc si la racine trouvée devait être aug- 
mentée de l'unité ou de plus que l'unité , il faudrait 
que son quarré , retranché du nombre proposé , laissât 
1 reste au moins égal à deux fois cette racine , plus 
l'unité. Toutes les fois que cette circonstance n'aura 
pas lieu , la racine extraite sera en effet celle du plus 
grand quarré contenu dans fe nombre proposé. 

j6\ Puisque , pour multiplier une fraction par une 
Fraction , il faut multiplier les numérateurs entre"eux et 
les dénominateurs entre eux , il est évident que le pro- 
duit d'une fraction par elle-même , ou le quarré d'une 
fraction est égal' au quarré de son numérateur, divisé 
par le quarré de son dénominateur. Il suit de là qua 
cour extraire la racine quarrée d'une fraction , il faut 
extraire celle de son numérateur et celle de son déno- 



est la racine quarrée de a5 , et 8 celle de 64. 

C'est une chose très importante à remarquer, que 
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non-seulement les quarrés des fractions proprement 
dîtes , sont toujours des fractions , mais que tout nombre 
fractionnaire irréductible , étant multiplié par lui- ' 
même , donnera toujours un résultat fractionnaire aussi 
irréductible. 

97. Cette proposition repose sur celle-ci : Tout 
nombre premier P , qui divise le produit A B de deux 
nombres A et B , divise nécessairement l'un de ces 
nombres. 

Je suppose qu'il ne divise pas B , et que B le surpasse ; 
en désignant par q le quotient entier de cette division, 
et par B' le reste, on aura 

B^qP + B', 
d'où, en multipliant par A, on déduira 
AB^qAP + AB', 

et divisant les deux membres de cette équation par P , 
on obtiendra 

AB . , AB r 

d'où il résulte que la divisibilité de AB par P entraîne 
celle du produit AB' par le même nombre. Or B' étant 
le reste de la division de B par P , est nécessairement 
moindre que P: ainsi, ne pouvant pas diviser B' par P, on 
divisera P par B', on aura un quotient q' et un reste B"; 
puis on divisera P par B", on aura un quotient g" etun 
reste ff*, et ainsi de suite, puisque P est un nombre 
premier. 

Cela posé, on aura cette suite d'équations 

P=.<fB' + B', P=zq"B" + B', etc; 

multipliant chacune par A , on obtiendra 
AP = q'AB' + AB", AP = q"AB' : + AB", etc. 
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divisant par P # , il viendra 

Â ,AB' , AB" . „4B" .AB° 
J=<f-p-+-p-> 4 = q"-p — f--p-, etc., 

Résultats <fni Font voir que AÈ' étant divisible par P , 
les produits AB", AB W , etc. doivent l'être aussi. Mais 
les restes B' y B ù ', B' y etc. , deviennent de pW en plus 
petits; et Ton doit tomber enfin sur Y unité, car les 
opérations indiquées ci -dessus se continuent de la 
même manière tant que ces restes surpassent 1 ,. puisque 
P est un nombre premier ; et quand* on est parvenu à 
l'unité , on a le produit A X 1 > qui doit être divisible 
par'P : donc A\ lui-même, doit être divisible par P. 

Il suit de là que si le nombre premier P ., qu'on sup- 
pose ne pas diviser B , ne divise pas non plus A % il ne 
•divisera point le produit de ces nombres; 

( Cette démonstration est , à peu près , extraite de là 
Théorie des nombres de M* Legendre; ) 

b 
98. Maintenant, lorsque la fraction - est irréductible * 

il n'y à aucun nombre premier qui puisse diviser à la 

fois 4et c; or, d'après ce qui précède , tout nombre 

premier qui ne divise pas a , ne peut diviser a X a f 

du a* \ tout nombre premier qui ne divise - pas b , nô 

divise pas b X b ou i* : les nombres â a et b a sont 

donc alors premiers entre eux ; et par conséquent ïé 

b* b 

tjuarré — de la fraction -, étant irréductible , comm# 
^ <r a ' 

cette fraction ,- ne saurait être un nombre entier. 

99. Il résulte de cette dernière proposition, que tous 

tes nombres entiers , qui ne sont point des quafrés par* 

faits y nont point de racine , non-Seulement en nombre* 

Elém. d'Algèbre. 12 e édition. i* 
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entiers, mais encore en nombres fractionnaires. Cepen- 
dant ou sent qu'il doit exister une quantité qui , multi- 
pliée par elle-même, produise un nombre quelconque, 
3276, par exemple , et que dans ce cas , cette quantité 
est comprise entre 47 et 48 i car 47 X 47 1 donne un 
produit moindre que ce nombre , 48 X 4^ en donne 
un plus grand ; et en partageant l'intervalle qui se trouve 
entre 47 et 48 , par des fractions , on trouve des nombres 
qui , multipliés par eux-mêmes , donnent des produits 
plus grands que le quarré de 47, moindres que celui de 
4^, et de plus en plus approchans du nombre 2B76*. 
L'extraction de la racine quarrée , appliquée aux nom- 



bres qui ne sont pas des quarrés parfait: 
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frartii 



que la division engendre l 

différence entre les fracti 

qui ne sont pas des quarrés parfaits , que L 

qui se composent toujours d'un nombre ex 



nombres , de même 

ns ; mais il y a cette 

racines des nombres 

premières , 

parties 



, et que 



de l'unité, ont avec cette unité une commune n 
ou un rapport exprimé par des 
les secondes n'en ont point. 

En concevant l'unité partagée en cinq parties , par 
exemple , on exprime avec neuf de ces parties le quo- 
tient de la division de 9 par 5 , ou f ; j étant contenu 
cinq fois dans l'unité et neuf fois dans -,- , est la com- 
mune mesure de l'unité et de la fraction j , et le rapport 
de ces quantités est.celui des nombres entiers 5 et 9. 

En considérant que les nombres entiers , aussi bien 
que les fractions , ont avec l'unité une commune me- 
sure , on dit que ces quantités sont commensurables avec 
l'unité , ou simplement commensurables ; et parce que 
leurs rapports.au raisons, avecl'unité, sont exprimés par 
des nombres entiers , on désigne aussi les nombres en- 
tiers et les fractions, sous le nom commun de nombres 
rationnels. 



nombre qui 
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Au contraire, la racine quarrée d'ur 
n'est pas un quarré parfait , e 
irrationnelle, parce que, ne pouvant Être représentée 
par aucune fraction , il s'ensuit qu'en quelque nombre 
de parties qu'on suppose l'unité divisée , aucunes ne se- 
ront assez petites pour mesurer en même temps , d'une 
manière exacte , cette racine et l'unité. 

Pour indiquer en général une racine à extraire , soit 
qu'on puisse l'obtenir exactement ou non , on se sert du 
signe v qu'on nomme radical; 

y 16 est la même chose que 4 • 
ya est incommensurable ou irrationnelle. 
100. Quoiqu'on ne puisse , par aucun nombre entier 
ou fractionnaire, obtenir une expression exacte de \Zz, 
on en approche cependant d'aussi près qu'on veut , en 
convertissant ce nombre en fraction dont le dénomina- 
teur soit un quarré ; et la racine du numérateur, prise 
seulement en nombre entier, donne celle du nombre 
proposé , exprimée en parties de l'espèce marquée par 
la racine quarrée du dénominateur. 

*on convertit, par exemple, le nombre 2 en 35"™", 
on aura ^. La racine de 5o étant 7 en nombre entier , 
et celle de a5 étant exactement 5 , on aura ; , ou 1 5, 
pour la racine de 2, approchée à moins d'un 5*"". 

1. Il est visible que cette opération, fondée sur ce 
qu'on a vu, dans le numéro 96 , que le quarré d'une 
fraction était exprimé par une nouvelle fraction qui 
avait pour numérateur le quarré du numérateur primi- 
tif, et pour dénominateur le quarré du dénominateur 
primitif, s'applique à quelqu' espèce de fraction que ce 
soit , et plus facilement encore aux décimales qu'à 
toutes les autres. En effet , il suit de son principe , 
que le quarré d'un nombre exprimé en dixièmes, doit 
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l'être en centièmes , que celui d'un nombre exprimé 
en centièmes , doit l'être en dix - millièmes , et 
ainsi de suite ; et que par conséquent le nombre des 
chiffres décimaux du qiiarré est toujours double de 
celui de la racine. Cette dernière remarque peut en~ 
coré se déduire du principe de la multiplication des 
nombres décimaux , qui veut qu'un produit renferme 
autant de chiffres décimaux qu'il y en a tant dans Fuu 
dés facteurs que dans l'autre. Dans le cas actuel , lé 
nombre proposé , considéré comme le produit de sa 
racine multipliée par elle-même , doit avoir deux fois 
autant de chiffres décimaux que cette racine. 

Ce qui précède étant bien compris , il est aîsé d'en 
conclure que si on veu,t obtenir la racine quarrée de 
227 , par exemple , à moins d'un centième près , il faut 
réduire ce nombre en dix-millièmes , c'est-à-dire , ajou- 
ter quatre zéros à sa suite , ce qui donnera 2270000 
dix millièmes , dont on extraira la racine comme d'un 
pareil nombre d'unités ; mais pour marquer que le 
résultat doit être des centièmes , on séparera , par une 
virgule , les deux derniers chiffres sur la droite. On 
trouvera ainsi , que la racine de 227 , à moins d'un cen- 
tième près, est i5,oG ; voici l'opération : 

2,27,00,00.! i5o6 



12,7 
2 00 00 
19 64 



25 

3oo6 



Si le nombre proposé contenait déjà cjes décimales, 
il faudrait en rendre le nombre pair , ainsi que l'exige 
l'extraction. Pour extraire , par exemple , la racine de 
5 1,7 , on mettrait un zéro à la suite de ce nombre-, 
pour qu'il eût au moins des centièmes , et on extrairait 
ensuite la racine de 5 1,7p. Si on voulait avoir une dé- 
cimale de plus , on. mettrait deux séros de plus à la* 



Ï>'à L G È B R E. S 49 

Bnite de ce nombre, ce qui ferait 5 1,7000 , et l'on trou- 
verait 7,19 pour sa racine. 

Ceux qui voudront s'exercer , pourront chercher let 
Racines quarrées des nombres 2 et 3 , avec sept chiffre* 
décimaux , ce qui exigera qu'ils mettent quatorze zéro» 
à la suite de ces nombres , et ils devront trouver pour 
résultat 

l/2=i,4i42i36, 1/3=1,7320508. 

ïoa.' Lorsqu'on a trouvé plus de la moitié des chiffre* 
qu'on veut avoir à la racine , on peut obtenir le reste 
par la. seule division. Soit pour exemple 32976 • la ra- 
cine quarrée de ce nombre est 181 , avec un reste 21 5 ; 
en divisant ce reste 21 5 par 362 , double de 181 , et 
poussant le quotient jusqu'à deux décimales, on aura 
0,59 , qu'il faudra ajouter avec t8* , et il en résultera 
181,59 pour la racine de 32976 > exacte à moins d'un 
centième près. 

Pour prouver la légitimité de ce procédé , je désigne 
par A r le nombre proposé , par a la racine du plus grand 
quarré contenu dans ce nombre , et par h ce qu'il faut 
ajoutes k cette racine pour avoir la racine exacte du 
nombre proposé ; on aura , d'après ces dénominations y 

iV=a a -f-2ai + &% 
d'où N— a a = 2afi + 6 a ; 

tt divisant par 2 a , on trouvera 

iV — a* ',,&". 
2<z aa 

Ce résultat fait voir que le premier membre pourra 
être pris pour la valeur dé b , toutes les fois que la quan- 

tité — sera plus petite que- l'unité de l'ordre le moins 

4bev.é qui se trouve dans 6. Mais le quarré d'un nombre 
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ne pouvant avoir au plus que deux fois autant de chif- 
fres que ce nombre , il s'ensuit que si le nombre 
de chiffres de a surpasse le double de ceux de b, 

la quantité — sera alors une fraction. 



Dans l'exemple précédent ,« ^ 181 unités ou iSioa 
centièmes , et a par conséquent un. chiffre de plus que le 



quarré de 5g 



\ aussi la frai 



alors 4é'ù • er se trouve beaucoup au-dessous d'une 
unité de la seconde partie 5g , ou d'un centième d'unité 
de la première. 

io3. Ceci conduit à une méthode pour appro- 
cher de la racine quarrée d'un nombre par des fractions 
ordinaires , en continuant indéfiniment le procédé de 
l'extraction des racines \ elle est fondée sur ce que a 
étant la racine du plus grand quarré contenu dans iV , 

b est nécessairement une fraction, etla quantité — étant 

alors beaucoup plus petite que b, peut se négliger. 

Soit , pour exemple , à extraire la racine quarrée de a ; 
le plus grand quarré contenu dans ce nombre étant i , 
après l'en avoir retranché , il reste 1 . Divisant ce reste 
par le double de la racine , on trouve ~ ; prenant ce quo- 
tient pour la quantité b , il vient, pour une première 
approximation de la racine, 1 -f- £, ou;. Élevant cette 
racine au quarré , on trouve § , qui , retranchés de a 
ou ï , donneront pour reste — ^. Dans ce cas , la for- 
mule 



N- 



- = M-; 
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- £ = i + — . 

aa 

En prenant — £ pour & , il viendra pour la seconde 
approximation | — ~ = ^ • quarrant ~ , on trou- 
vera 7j J , quantité qui surpasse encore 2 ou —J. Sub- 
stituant 75 à la place de a , il «n résultera 



i_ . *. 

12 X 54 "*" 2a * 
ce qui donnera 

12x34 "" 408 * 

la troisième approximation sera donc 

17 1 _ 17X54— * _ $77 

12 12X34 ~ 408 ""~4°8' 

11 est facile de continuer cette opération aussi loin qu'on, 
voudra. Je donnerai dans le Complément de ce Traité, 
d'autres formules plus commodes pour extraire les ra- 
cines en général. 

104. Pour approcher de la racine quarrée d'une frac- 
tion, l'idée qui s'offre d'abord est d'extraire par approxi- 
mation la racine quarrée du numérateur et celle du déno- 
minateur; mais en y réfléchissant un peu, on s'apercevra 
bientôt qu'on peut éviter l'une de ces opérations, en fai- 
sant en sorte que le dénominateur soit un quarré parfait , 
ce qui ne tient qu'à multiplier les deux termes de la frac- 
tion proposée par ce dénominateur. Si on avait, par 
exemple , à extraire la racine quarrée de i, on changerait 

cette fraction en 

3X7_2i 

7X7 ~ 4s* 

en multipliant ses deux termes par le dénominateur 7. 
Laracine du numérateur de cette dernière fraction, étant 



J? _ J 
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prise en nombre entier , donne f pour celle de \ > et ca 
résultat est approché à moins de j. 

Pour obtenir un plus haut degré d'exactitude, il fau-? 
drait convertir, au moins par approximation, la fraction f 
en une autre dont le dénominateur fût le quatre d'un 
nombre plus grand que 7. On aurait , par exemple, à ~f 
près, la racine demandée, sil'on convertissait f en 2a5 émes , 
puisque aa5 est le quarré de 1 5 ; il viendrait} ainsi —§• 
de aa5 /m<x ou ^ , à moins de ~ T ; la racine de {4% es * 
entre •— et ^f , mais plus près de la seconde fraction; 
que de la première /parce que 96 est plus près de 100 
que 81 : on aurait donc \% ouf pour la racine de f à 
moins de ~ près. 

Si l'on voulait employer les décimales pour extraire 
la racine approchée du numérateur de la fraction £|, on 
trouverait 4>$83 pour la racine' approchée du numéra-r 
teur 21 , et on diviserait ce résultat par la racine du 
nouveau dénominateur. En poussant le quotient jusqu'à 
trois décimales, on aurait o,655. 

io5. Actuellement on est en état de résoudre toutes 
les équations dans lesquelles il n'entre que la seconde 
puissance de l'inconnue , combinée avec des quantités 
connues. 

Il suffit pour cela die réunir dans un seulmembre tous, 
les termes affectés de cette puissance, puis de la dégager 
de ses multiplicateurs par la règle du n° 1 1 .• on obtient 
la valeur de l'inconnue, en extrayant la racine quarrég. 
de l'autre membre. 

Soit pour exemple l'équation, 

fx a — 8=4— f x\ 
En faisant disparaître les diviseurs , on trouve d'abord 
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Transposant dans le premier membre le terme i4 #% «t 
dans le second le terme 168 , il viendra 

i5x*+ 14^ = 84 + 168, 
ou 29 a? = a5a , 

et* x*=*ir> 

Il faut bien remarquer que pour indiquer laracine de la 

fraction ^f t j'ai fait descendre le signe l^âu-dessous de 
la barre qui sépare le numérateur du dénominateur. Si j'a- 
vais écrit -, cette expression aurait marqué le quo- 
tient que donne laracine quarrée du nombre 252 , quand 
on la divise par 29 ; résultat différent du premier, dans 
lequeHa division doit être effectuée avant l'extraction de 
la racine. 

Soit encore l'équation littérale 

a a?* + i 3 = c x* + d 3 ; 

en opérant comme sur la précédente, on aura successi- 
vement 

ex* — cx*=cP — b 9 f 
a — c 



*=lX 



a— c 

Je ferai observer à cette occasion, que lorsqu'on veut 
indiquer la racine quarrée d'une quantité complexe , il 
faut prolonger la barre supérieure du radical sur toute la 
quantité. 

La racine de la quantité 4 a* & — 2É 3 +c 3 , s'écrirait 
«nsi, 

\/4(?b— 2à 3 -f ac^ 
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on bien encore 

1/(40*6— 2& 3 -f-C 3 ) > 

en substituant à la barre supérieure duradical. une paren- 
thèse renfermant toutes les parties de la quantité dont 
il faut extraire la racine ; et cette dernière expression 
peut quelquefois paraître préférable à l'autre (35 ). 

En généra] , toute équation du second degré de l'es- 
pèce que je considère ici, pourra, par la transposition 
de ses termes, être ramenée à la forme 



= ii, 



T 

-désignant le coefficient quelconque de x*; et on en 

tirera 

<* q 



x 



-\/H- 



106. Par rapport aux nombres absolus, cette solution 
est complète, puisqu'elle ramène à pratiquer sur le nom- 
bre , soit entier , soit fractionnaire , que représente la 

quantité — , une opération arithmétique conduisant 

toujours à un résultat exact, ou approchant du vrai 
d'aussi près qu'on voudra; mais en ayant égard aux 
signes dont les quantités peuvent être affectées , l'ex- 
traction de la racine qùarrée laisse une ambiguité d'a- 
près laquelle toute équation du second degré est suscep- 
tible de deux solutions , tandis que celles du premier 
degré n'en ont qu'une. 

EJn effet, dans l'équation générale x* = a5, la va- 
leur de x étant la quantité qui, élevée au quarré, produit 
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a5, elîe pourra, si on considère les quantités algébri- 
quement, être affectée indifféremment du signe + ou 
du signe — ; car , soit qu'on la désigne par -f- 5 ou 
par — 5 , on aura également pour son quarré 

+ 5x+5=+a5 ou—5x^5=+a5: 

on peut donc prendre 

x ~ -(- 5, 
*u x = — 5. 

Par la même raison, pour l'équation générale 



on aura indifféremment 



ou 



— 1/£ 



On comprend ces deux expressions dans la sui- 
vante : 



»*l/y. 



où le double signe dz indique qu'on peut affecter alter- 
nativement du signe -f- ou du signe — », la valeur numé- 
rique de 

D'après ce qu'on vient de remarquer, c'est une règle 
générale , qu'il faut donner à la racine quarrée d'une 
quantité quelconque le double signe db. 



V 
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On pourrait, d'après cette règle, demander pouf** 
quoi, x étant la racine quarré de a?, on n'affecte pas aussi 
x du double signe rfc?On répondra d'abord, avec- 
M. Develey ( Algèbre d'Emile , T. II. ) , que la4ettrq 
x ayant été posée simplement sans signe ( c'est-à-dire 
avec le signe -+■ ), comme le symbole de l'inconnue , 
c'est dans cet état qu'il en faut déterminer la valeur, et 
que lorsqu'on cherche un nombre x dont le quarré soit 
h y par exemple, il n'y a que ces deux solutions possibles : 

a7==-f-|/5, x= — V^5. Ensuite, quand même, en 

résolvant l'équation a? a = 6, on écrirait dix =±|/î| 
ef qu'on arrangerait ces signes de toutes les manière* 
possibles , savoir : 

+*=+ \fb, — x=— V/Î, 

+ a?=— \/b, —x=+\/l, 

on n'obtiendrait rien de plus, puisqu'en changeant le signe 
des membres de la seconde, équation de chaque ligne 
( 57 ) , on retomberait sur la première. ' ' v 

107. Il suit encore de la considération des signes, que* 
si le second membre de l'équation générale 

*■= » ■ 

p •■■•« 

était un nombre négatif, l'équa^pn serait absurde,' 
puisque le quarré d'une quantité affectée , soit du signe 
-J-, soit du. signe — , étant toujours affecté du signe ?-f- x 
on ne peut trouver ni dans l'ordre des quantités pQ«i; 
tives, ni dans celui des quantités négatives, 4 U ^WHJ 
quantité dont le quarré soit négatif. 

C'est cette circonstance mr'oii exprime lorsqu'on dit 

m • * • • • • 

que la racine aune quantité négative est imaginaire. ^ 
Si on parvenait à l'équation 



\. ,....,. l . V* 



« *«• 
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en en tirerait 

a^=9 — a5, 

eu x*= — iG; 

or il n'y a aucun nombre qui, multiplié par lui-même,' 
puisse produire — 16. Il est bien vrai que — * 4 multiplié 
par +4 donne — - 16 y mais ces deux quantités ayant un 
signe différent, ne peuvent être considérées comme égalés, 
et leur produit n'est par conséquent pas un .quarré. On 
verra plus bas de nouyeaux éclaircissemens sur cette espèce 
Ae contradiction, qu'il faut bien distinguer de celle du 
n°58, qu'un simple changement dans le signé de Tin- 
connue a fait disparaître \ ici c'est le signe du quarré x* 
qu'il faudrait changer. 

108. Pour être complète, une équation du second de- 
gré à une seule inconnue doit contenir trois sortes de 
termes, savoir : des termes affectés du quarré de Tin- 
connue, d'autres affectés de l'inconnue au premier degré , 
d'autres enfin tout connus : telles sont les équations 

X* — 4^= ia > 4 X — \x* — 4 — * x - 

La première est, à quelques égards , plus simple que la 
seconde, parce qu'elle ne renferme que trois termes , 
que le quarré de x y est pris positivement, et n'a pour 
coefficient que l'unité. C'est sous cette dernière forme 
qu'on met toujours les équations du second degré avant 
de les résoudre ; en sorte qu'elles peuvent être représen- 
tées alors par cette formule : 

x*+px = q, 

p et q désignant des quantités connues, soit positives, 
soit négatives. 

H est visible qu'on amènera toute équation du second 
degré à cet état, i°. en passant dans un seul membre 
tous les termes affectés de x (10) ; a°. en changeant le 
signe 4e chaque terme de Téqu^Qn pour rendre positif 
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celui de x*, s'il étaitd' abord négatif (57) ; 3". en divisant 
loua les termes de l'équation par le multiplicateur de x*, 
si ce quarré en a un (n)> ou en multipliant par son divi- 
seur, s'il est divisé (îa). 

En appliquant ceci à l'équation 

elle devient, lorsqu'on passe dans le premier membre 
les termes affectés de x , 

lorsqu'on change les signes, 

\x* — Sx = — 4; 
lorsqu'on multiplie par lu diviseur 5 , 

Sx 1 — 3c x = — ao; 

et lorsqu'on divise par le multiplicateur 3 , 

x* — 101 = — ^. 

En comparant cette équation avec la formule générale 

x* + px=q, 

on aurait pour ce cas particulier 

p= — 10, q——'-?. 

iog. Pour parvenir à la solution des équations ainsi 
préparées , il faut se rappeler ce que )'ai fait remarquer 
(34), savoir : que le quarré d'une quantité composée de 
deux termes , contient toujours le quarré du premier 
terme , le double du premier terme multiplié par le se- 
cond , et le quarré du second ; et que par conséquent le 
premier membre de l'équation 

x* + aaa: + a * == ^ ' 
dans laquelle a et à sont des quantités connues , est un 
quarré parfait , celui de x + a, ou qu'il en résulte 
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Prenant la racine quarrée du premier membre , et indi- ; 
quant celle du second , on aura 

équation qui n'est plus que du premier degré, par rap- 
port à l'inconnue x , et donne , en transposant , 

x= — a± {/ b. 

Une équation du second degré serait donc facilement ré- 
solue si elle était ramenée à la forme 

c'est-à-dire si son premier membre était un quarré. 

Mais le premier membre de l'équation générale 

ar* + p x = q, 

renferme déjà deux ternies que Ton peutregarder comme 
faisant partie du quarré d'un binôme , savoir : x* qui sera 
le quarré du premier terme x, etpx qui sera le double 
tlu premier multiplié par le second , lequel ne peut être 
par conséquent que la moitié de p , ou £p. Pour ache- 
ver le quarré du binôme x -f- £ p, il faudrait encore le 
quarré du second terme f p ; mais ce quarré peut être 
formé, puisque p et £ p sont des quantités connues , et 
peut ensuite être ajouté au premier membre , pourvu 
qu'on l'ajoute en même temps au second, afin de con- 
server l'égalité ; et ce dernier membre demeurera encore 

tout connu. 

Le quarré de £ p étant \ p* , aq£ addition aux deux 
membres de l'équation proposée , 

x*+px = q 9 
la change en 

x* + px+\p* = q + ïp % , 
résultat dont le premier membre est le quarré de a? -Hp; 
prenant donc la racine des deux membres , j'ai 
x + ïp = ±y/ï+\pXio6), 
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et transposant , il vient 

d'où je tire successivement 

et x = — lp— ^/q+ip*. 

J'ai donné le signe +,au second terme -|/> de la rà* 
cine du premier membre de l'équation proposée , à causé 
que le second terme de ce membre était positif; il faut 
y mettre le signe — dans le cas contraire, parce que le 
quarré x* — a a x -f- a a répond au binôme x — » a. 

La résolution d'une équation quelconque du second de* 
gré, s'obtiendra en rapportant cette équation àla formule 
générale . 

x* +pa ?=: <7> 

pu bien en appliquant immédiatement à l'équation pro- 
posée , l'opération que l'on a faite sur cette formule , 
et qui peut s'énoncer comme il suit. 

Rendre le premiet membre de P équation proposée un 
quatre parfait t en y ajoutant, ainsi qu'au second , lequairê 
de la moitié de la quantité donnée qui multiplie la pre- 
1 mière puissance de l'inconnue; égaler ensuite les Racines 
quarrées de chaque membre , en observant que celle dw 
premier est composée de l'inconnue et de la moitié de la 
quantité donnée, q^la multiplie dans le second terme, 
prise avec le signe de cette quantité , et que la racine 
du second membre doit être précédée du signe dz, et 
indiquée par le signe j/> si elle ne peut s' obtenir immé^ 
diatement. 

I En voici des exemples. 

1 10. Trouver un nombre tel, qu'en l'ajoutant 7 fois 
à son quarré, la somme soit 44* 
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x désignant le nombre cherché , l'équation sera évi- 
demment 

x* + 7 x — 44- 

Pour la résoudre, ]e prends \ , moitié du coefficient ff 
*rai multiplie x, et l'élevant au quarré , j'ai la quantité^* 
que j'ajoute à chaque membre , ainsi qu'il suit : 

et en réduisant le second membre en une seule fraction, 
U vient 

*+ 7 ,+&=?* 

La racine du premier membre est, suivant- la règle ci- 

7 i5 

dessus, x -f- -, et on trouve pour celle du second — ; on 

a donc l'équation 

• a a * 

de laquelle on tire 

7 ,.i5 
a a ' 

i5 8 



« = — L -) =-=4, 

a a a ^ 

_ 7 '■ i5 aa_ 



a a a 



La première valeur de x résout la question dans le 
«eus de son énoncé, puisqu'on a par cette valeur t 

7 x == a8 



tomme..... .,...44' ' - % 

£lém. d'Jlgèbre. 12* édition, % 11 
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Quant à la seconde, comme elle est affectée du signe*-»» 
le terme 7 x 9 devenant 

7X — u=±= — T7> 
doit être retranché de &\ en sorte que l'énonpé de la 
question résolue par le nombre 1 1 , est celui-ci : 

Trouver un nombre tel, qu'en retranchant 7 fois ce 
nombre de son quarré> il reste 44* 

La valeur négative modifie donc ici la question d'une 
manière analogue à ce qu'on a vu pour les équations du 
premier degré. 

Si on mettait l'énoncé ci-dessus en équation, on ob- 
tiendrait 

et en la résolvant , il viendrait 

a--7* + ^44+f, 

7 ^- *5 
a a 

sa 
a?= — = iiT 

a a -â ^* 

La 'Valeur négative de Je est devenue positive,, parce 
qu'elle satisfait littéralement au nouvel énoncé, et la va- 
leur positive, qui n'y satisfait pas de même, est devenue 
négative. 

On voit par là que , dans le second degré, l'Algèbre. 
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réunit dans la même formule deux questions qui ont 
entre elles une certaine analogie. 

111. Quelquefois les énoncés qui mènent à des équa- 
tions du second degré sont susceptibles de deux solutions; 
le suivant est dan3 ce cas : 

Trouver un nombre tel, que si l'on ajoute i5 à sort 
quarré.la somme soit égale à 8 fois ce nombre. 

Soit .rie nombre cherché, l'équation du problème sera 

x" + i5 = 8ar. 
En mettant cette équation sous la forme prescrite 
i° loS , on aura 

x* — 8x = ~i5, 

s 1 — 8x-fi6 = — 15 + 16", 

a*— 8a;+iG=i, 

*—4 = ±i, 

uu jç = 5, 

œ=5. 

Il y adonc deux nombres différens 5 et3 , qui jouissent 
de la proprié té comprise dansl'éaoacé. 

na. Quelquefois aussi on rencontre des énoncés qui 
ne peuvent être résolus d'aucune manière dans leur sen* 
précis, et qui doivent être modifiés ; ce cas est celui où les 
deux racines de l'équation sont négatives , comme celles 
de lasuivante ; 

x» + 5:c + 6 = 3. 

Cetteéqiiauon, quiexprimequele quanV n'y raOTn&recÀer- 
chè augmenté de 5 fois ce nombre , et encore de S , doit 
donner une somme égale à a , ne peut évidemment être 
vérifiée paraddiLion,comiue elle e»t posée, puisque déjà 
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6 surpasse a ; et en effet, si on la résout, on trouve 
successivement 

<r* 4- 5*4-2!— a5 _ ^ — 9 

* 5 .5 
a* a' 

5 3 

a^a * 

■si 

jLes signes — dont sont affectés les nombres 1 £t 4 » 
font Voir que le terme 5 x doit être retranché des autres, 
ou que l'énoncé doit} pour les deux valeurs, être rédig» 
ainsi : 

Trouver un nombre tel, que si on le retranche 5 fois de 
son quatre, et qu'on ajoute 6 au reste , on ait a pour 

résultat*. 

Cet énoncé fournit Inéquation 

x* _ 5 x + 6 ±= a , 
*qui donne pour a: les deux ydetûrè jibsitiv è* r et 4- 

1 1S. Soif encore ce problème : 

Partager un noihiYe^ en deux parties dont le produit 
soit égài à tj. 

Eii désignant une de ces parties par x , l'autre sera ex- 
primée par p — a:, et leur produit sera /jjc— x*\ on aura 
donc l'équation 

•u, en changeant les signes* 

,__• »■ - ~ • ^1 -• * - >• 
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tésolvant cette dernière, on trouvera- 

, pour particulariser la question , on faisait 



x = $± l/a5 — ai, 
*" x == 5 ±: a, 

x = 7l 
x = 5, 

e'est-à-dire que l'une des partiesserait 7, et l'autre serait 
par conséquent 10 — 7 ou 3. 

Si on prenait au contraire 5 pour x, l'autre partie serait 
10 — 3ou7; en sorte queparrapportàl'énoncé actuel, la 
question n'a, à proprement parler, qu'une solution, puis- 
que la seconde n'est qu'un changement d'ordre entre 
les parties. 

L'inspectionattenrivedelavaleurdeiFaitvoirquedanï 
la question dont il s'agit, on ne peut pas prendre tout-à- 
fait arbitrairement les nombres p et q ; car si o surpassait 

Ej-, ouïe quarréde- p , la quantité ^ q serait néga- 
tive, et on retomberait sur le caractère d'absurdité re-r 
marqué dans le n" 107. 

Si on prenait, par exemple, 

p — 10 et q — Zo, 
il viendrait 

x = 5± VaS — 3o = 5±i/=5; 
fc problème serait donc impossible avec ces données. 
1,14. L'absurdité des questions qui conduisent à des- 
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racines imaginaires ne se manifeste que par la conclu- 
sion , et l'on doit désirer de connaître par des caractères 
tenant de plus près à l'énoncé , en quoi consiste l'absur- 
ditédu problème, de laquelle résulte celle de la solution; 
c'est ce que fera voir d'une manière précise la considéra- 
tion suivante. 

Soit d la différence des deux parties du nombre pro- 

poséjla plus grande sera --j — , la plus petite- (3}i 

or il est bien prouvé (39 , 3o et 34) que 

donc le produit des deux parties du nombre proposé, 

quelles qu'elles soient , sera toujours moindre que ^-, on 

4 
quelequarré de la moitié de leur somme, tant querfne sera 
pas nul ; et quand cette circonstance abeu, chacune 

de ces deux parties étant égale à- , leur produit n'est 
que £_. Il es t donc absurde de demander qu'il soit plus 

4 

grand; et c'est avec raison que l'Algèbre, répondant alors 
d'une manière contradictoire aux principes, prouve par 
là que ce qu'on cherche n'existe pas. 

Ce qu'on vient de montrer sur l'équation 

x" — pxz=—q, 

fournie par la question précédente, convient à toutes 

celles du second degré où q est négatif dans le second 

membre , les seules dans lesquelles on puisse rencontrer 

des racines imaginaires , puisque le terme !-— placé 

4 
gous le radical, conserve toujours le signe -+■ quel que 
»oit celui de p. En effet quand on aurait l'équation 
;r°-J-p:c:= — (J, ou ^-fpl+^l!, 
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enverrait d'abord qu'ellene saurait admettre au eu ne solu- 
tion positive , puisque son premier membre ne renferme 
que dea termes additifs; et pour savoir si l'inconnue x 
pourrait erre négative, il suffirait de changer x en — y. 
L'inconnue^y aurait alors des valeurs posilivesqui seraient 
données par 1 équation 



y'—py+q= 



=—(}, 



1 y*-py = 

précisément la même que celle du numéro précédent ; 
or les valeurs de x ne pouvant Être réelles que lorsque 
celles de y léseraient, elles deviendraient encore ima- 
ginaires dans le cas actuel, si q surpassait £^-. 
4 

On voit donc, parles remarques ci-dessus, comment 
et pourquoi , lorsque le terme tout connu d'une équation 
du second degré est négatif dans le second membre, et 
plus grand que le quarré de la moitié du coefficient de 
la première puissance de l'inconnue, cette équation ne 
peut avoir que des racines imaginaires. 

1 1 5 . Les expressions 

et en général celles qui comprennent la racine quarréa 
d'une quantité négative, se nomment quantités imagi- 
naires (") . Ce ne sont que des symboles d'absurdité qui 
tiennent la place de la valeur qu'on aurait obtenue, si la 
question proposée eût été possible. 

On ne les néglige point dans le calcul, parce qu'il 
arrive quelquefois qu'en les combinant d'après certainei 
ïois , l'absurdité se détruit , et le résultat devient réel. On 
eo trouvera des exemples dans le Complément. 



(*) I] scrait)!\an:x3i:Li\tdiretipreisîanitj\iaynibeUiiniagin 
cuisine ce uc mut pas des qùanùiéi. 
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uÇ. Comme il importe beaucoup aux commençait 
d'acquérir des notions exactes sur tous les faits d'analyse 
qui paraissent sortir des idée? communes, i'ai cru qu'il 
fallait aussi ajouterquelqueséclaircissemensàcequel'on 
a dijjà vu (i 08) sur la nécessité d'admettre deux solution* 
daus les équations du second degré. 

Je vais montrer que s'il existe une quantité a qui, 
substituée à la place de x, satisfasse à l'équation du se- 
cond degré x"-|- p x= q , etsoit par conséquent la valeur 
de x, cette inconnue aura encore une autre valeur. Si 1 oa 
substitue, en effet, a à la place de x , il en résultera 
a 1 + pa = q ; et puisque, par l'hypothèse , a est la va- 
leur an x, q sera nécessairement égal à Ja quantité 
û'+p c : on pourra donc écrire cette quantité au 
lieu de q,dans l'équation proposée, qui deviendra par là 

Transposant tous les termes du second membre dans ht 
premier, il viendra 

x 1 -\-px—~ a"— pa = o t 

qu'on peut écrire ainsi : 

x*— a» + p (x— «)=:cr; 

et à cause que 

*'_ c >=(x+<0 (x-c) (34), 

on voit sur-le-chainp que le premier membre est diviaibî» 
par x — a, et donne un quotient exact, savoir : x -f- a -f-p ; 
on a donc, d'après cela, 

x" +px— q=x'— û a -f-p (x— a) = (x— o) Cvfo+jO* 
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Maintenant il est évident qu'un produit est égal à zéro , 
lorsque l'un quelconque de ses facteurs devient nul; on 
doit donc avoir 

<#— a)(*+a+p) = o, 

non-seulement lorsque x — a = o , ce q\u donne 

s ' 

I 

mais encore lorsque a: -f- a-f- p = o, d'où il résulte 

jc=T-a— p. 

Il est donc prouvé que si a est une des valeurs de 
a;,TT.a-r p sera aéces^airementr.autre^ 

Ce résultat s'accorde avec les deux valeurs comprises 
dans la formule 



car en prenant pour a la première , : — Ip+l/fl+iP** 
par exemple, on trouverait pour l'autre 

ce qui est en effet la seconde racine. 

Je reviendrai dans Ja suite sur ces remarques , qui 
contiennent le germe delà théorie générale des équations 
d'un degré quelconque. 

117. La difficulté de mettre les problèmes en équa^ 
tion , est pourle second degré , et en général pour quelque 
degré que ce soit, la même que pourle premier, et con- 
siste toujours .dans la manière de démêler toutes les 
conditions distinctes , comprises dans l'énoncé A et de 
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les exprimer à l'aide des caractères algébriques. Le» 
questions précédentes n'offraient aucune difficulté à cet 
égard , et l'on doit s'être suffisamment exercé dis le pre- 
mier degré ; cependant je vais encore résoudre quelques 
questions qui donneront lieu à plusieurs observations 

On a employé deux ouvriers, gagnant des salaires 
différent ; le premier ayant été paye au bout d'un certain 
nombre de jours , a reçuf)6fr. ,et le deuxième ayant tra- 
vaiUé six jours de moins , n'a eu que 54/r- ; *'& ° va *t 
travaillé tous les jours, et que l'autre eût manque six jours, 
Us auraient reçu tous deux la même somme: on demande 
combien de jours chacun a travaillé , et le prix de 1 

Ceproblême , qui semble d'abord renfermer plusieur* 
inconnueî , se résout facilement par le moyen d'une 
seule , parce que les autres s'expriment immédiatement 
par celle-ci. 

En désignant par x le nombre des jours de travail du 
premier ouvrier , 
x — 6 sera celui des jours de travail du second , 

— sera le prix de la journée du premier ouvrier. 



■ ^ celui de la journée du second ; 

dernier eût travaillé pendant x jours , il aurait 




â 



54 x 



«t le premier travaillant seulement x — 6 jours, n'aurait e 

G , a§ „„ 9 e c*- 6 >. 
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l'équation du problème sera donc , 

54r _gG_Ç£— S) 



Il faut d'abord faire disparaître les dénominateurs de 
cette équation, et il vient 

54^=96 f>— 6) (*-6)-, 
les nombres 54 et 96 étant tous deux divisibles par 6 , ce 
résultat se simplifie : on trouve 

9^=16(1-6) (x-6). 
On pourrait préparer cette dernière équation suivant la 
règle du n° 108, pour la résoudre-, mais l'objet de cette 
règle n'étant que de faciliter l'extraction de la racine de 
chaque membre de l'équation proposée, elle est inu- 
tile ici, où les deux membres se présentent d'abord sous 
la forme de quarrés; car il est visible que qx" est le 
quarréde 3 a-, et que 16 (j: — 6) (x — 6 ) est le quarré 
de 4 (-c — 6 ) : on aura donc tout de suite 

d'où il résulte 

3:r=4- r — M> :c = a 4> 

3x = — 4^ + 24,37^:^. 

7 

Par lapremière solutionde la questionne premier ou- 
vrier a travaillé pendant a4jours, etagagnéparconséquent 

aâ'- 

M 



a 4 francs par jour, tandis que le second n'a tra- 



vaillé que 1 8 jours, cl a g 



;.Éi* 



, ou 3 francs par j our . 



La seconde solution répond à une autre question nu- 
mérique liée à l'équation proposée d'une manière ana- 
logue àcelle que] 'ai remarquée dans le n° 1 1 1 . 
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i)8. On remeL à un banquier deux billets sur la 
même personne; le premier de 55o francs payable dans 
sept mois , le second de 720 francs payable dans quatre 
mois; et il donne pour le tout une somme de 1200 francs? 
on demande quel est le taux annuel de l'intérêt d'après 
lequel ces billets ont été escomptés. 

AGn d'é viter les fractions dans l'expression des intérêts 
pour sept mois et pour quatre, je représenterai par îajc 
celui que produit annuellement une somme de 100 francs, 
et l'intérêt d'un mois sera alors x. Cela posé, la valeur 
présente du premier billet s'obtiendra en faisant la pro- 
portion 



100 -f- yx : 100 :; 55o : 



5 5 000 



(jtrith.iaoy, 



100 + 7 x v 

la valeur présente du second billet résultera de même, 
de la proportion 

100 +4x : 100 1:700: ^-j_-T^- 

En réunissant ces deux valeurs , l'équation du problème 



100-f- 7x^100 + 42: 
Les deux membres pouvant se diviser par 200, 



375 



100 •f*4 x 



■ =6; 



puis faisant disparaître les dénominateurs , on trouve 

successivement 

2 7 5( 1 oo+4?) +3So( 1 oo+7x)=G( 1 00+7*) C ' °° + 4*> 

3750O -f- 1 1 00 X 4" 3600O + 0&O.OX = 

60000 -f 6600 x -{- 1G8 x 1 , 
ce qui se réduit à 

168 x 1 -l- aoSo x ss 35oo ; 
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et divisant tout par a , on obtient 

84x-+Kf 9 ox=i75o, 
ce qUi donne enfin 

vif 1T 

En comparant cette équation à la formol» 

*" + /»* = ?, 
il vient 




se change 



Il faut d'abord réduire à une seule les fractions com- 
prises sous le radical : on aura 

745 . 745 -f- 1 7^0 . 84 702035 

84.84 "~ 84.84 ; 

et en observant que le dénominateur de cette fraction 
est un quarré parfait , il De restera qu'à extraire la ra- 
cine quarrée du numérateur. Si on s'arrête aux mil- 
lièmes, on trouvera 807,869 , pour celle de 702025 ; et 
en lui donnant le dénominateur 84, les valeurs de x 
«erant 

745 , 85 7 ,86 9 _ 92,863 

84 + 84 ~ 84 ' 

,_ 745 83 7 ,86ç __ i58a,86q 



174 É" L Ê M E N S 

La première de ces valeurs est la seule qui résolve" 
,a question dans le sens de son énoncé. En divisant son 
dénominateur par 12, 'on a {Arith. 5^) 

^ = 9^=^67; 
7 

c'est-à-dire que l'intérêt annuel est de i3 , 27p. f-' 
119. La question suivante est digne d'attention , par 

les circonstances que présente l'expression de l'inconnue. 
Partager un nombre en deux parties dont les quarrés 

soient dans un rapport donné. 
Soit a le nombre donné , 

m le rapport des quarrés de ses deux parties , 
x l'une de ces parties ; 

l'autre sera a — x ; 

et d'après l'énoncé de la question, on aura l'équation 



(a-x) (a- 







Il se présente pour la résoudre deux voies : on peut 
ou la préparer pour lui donner la forme x" -f- px = q , 
et la résoudre ensuite par la méthode générale ; ou bien 
profitant de la remarque facile à faire , que la fraction 



(a-x)(a 



O 



est un quarré, puisque son numérateur et son dénomi- 
nateur sont des quarrés, on en conclura sur-le-champ-, 

— =±t/» ; 

a — x ' 

x = ±(a—x') s/~m. 

En résolvant séparément les deux équations du premier 
degré comprises dans cette formule, savoir, 




ï-7 



Par la première solution , la seconde partie du nombre 
proposé est 



1+ \/jn 
et les deux parties 



> + •"» 



■+•.. 



sont , comme l'exige l'énoncé de la question , toute* 
deux plus iieliu-a que le nomhri» prupusé. 
Par la seconde solution on a 

" 1 "i — \/ m i — y/ m ' i—y m' 

et les deux parties alors sont 

Leurs signes étant contraires , le nombre a n est plus , 

à proprement parler , leur somme , mais leur différence. 

Lorsqu'on fait m= i , c'est-à-dire qu'on suppose que 

les quarrés des deux parties cherchées sont égaux, on a 

• «=.! 

la première solution donne deux parties égales, 



résultat évident par lui-même , tandis que la seconde 

solution donne deux résultats infinis (68) , savoir : 

• 

— a ——a a a y 

ou . et ou-; 

1 — 1 t) ' ï — :i o* 

ce qui doit être , car il n'y a qu'en regardant deux 
quantités comme- infiniment grandes par rapport à 
leur différence a , qu'on peint supposer le rapport de 
leurs quafrés égal à l'unité. 

En effet , soient a; et x — a , ces deux quantités ; lé 
rapport de leurs quarrês sera 

x* — Qax + ar' 

•t en divisant les deux termes de cette fraction par x* 
elle deviendra 



i — .^-|__ 



or il est visible que plus le nombre x sera grand, plus 
les fractions •— , — seront petite» -j et pît» le rapport 

X Xr 

ci-dessus approchera d'être égal à 7 , Ou à 1 . 

120. Pour comparer maintenant à la marche qu'on 
vient de tenir, la méthode générale, on développera 
l'équation 

x* 





(0— x) £a- 


-*)~ 


m 1 


k 


on 


aura successivement 










x* == m ( a — 


x) (a 


~ 


x), 




x* = crm — 


namx 


+ 


mx*, 




x* — • mxr + 


2077147 


£= 


o*ro, 




(i—m) x* + 


Qamx 


— r 


a* m, 




aamx 

xr -f- '~rr~ 

1 — m 


? 


77t 






1 r- 


- 77» 
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la formule générale donnera 

Ces valeurs de x paraissent bien différentes de celles 
qui ont été trouvées plus haut ; cependant elles s'y 
ramènent, et c'est enquoi l'exemple qui m'occupe peut 
être utile pour, montrer l'importance des transforma- 
tions que les diverses opérations algébriques produisent 
dans l'expression des quantités. 

Il faut premièrement réduire au même dénominateur 
les deux fractions comprises sous le radical \ ce qui s'ef- 
fectuera en multipliant par t — m , les deux termes da 
la seconde ; et il viendra 

h.--(i-m) ._ 



0- 



■OC1-1») r .- 



+ 7 



(.—.)(!■ 



») 



(i-mHi-m) -(.-m) (!—»)• 

Le dénominateur étant un quarré , il restera seulement 
à extraire la racine du numérateur, et on aura 



<?ni' 



_j/Vm | 



mais l'expression y a A m peut encore se simplifier. 

Il est visible que le quarré d'un produit se composa 
du produit des quarrés de chacun de ses facteurs, puis- 
que, par exemple, 

bcdxbcd— ivrf 1 , 
et que par conséquent la racine de b'c'd* n'est autre 
chose que le produit des racines b , c et d , des facteurs 
£", c" et d 1 . En appliquant cette remarque au produit 
«"m, on voit que sa racine est le produit de a, racine- 
£lèm. d'Algèbre. ia' édition. îa 
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de a*, par \/ m qui est l'indication de la racine de m, 
ou que 

\/cPm -=z a \/ m. 

Il suit de ces diverses transformations que 

am , ce \A m 

a?^ — « ;fc r 

1 — jîi 1 — m ' 

ou bien « =: — E , 

î — m 

àm-\~aym 

î — m x 

Quelque simples qu'elles soient, ces expressions ne 
sont pas encore celles du numéro précédent ; et même 
si on cherche à les yéri&er pour le cas où m = î , elle* 

deviennent 

— a -+- a 6 

1 — i o 

— a — a — *aa 
i — î o* 

On retrouve dans la seconde le symbole de l'infini, 
comme précédemment , mais la première présente cette 
forme indéterminée , J , dont on a déjà vu des exemples 
dans les n of 69 et 70"; et avant de prononcer sur sa va- 
leur , il est à propos d'examiner si elle ne tombe pas 
dans le cas du n° 70 : si ce n'est pas un facteur commun 
au numérateur et au dénominateur , que la supposition 
de m '=== 1 , rend égal à zéro. 

L expression 1 

rev ient à "(-"HV™) = «(V^-"Q 

1 — m 1 — /n 

f 

On voit déjà que le numérateur ne devient zéro, qua 
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par le facteur y m — m ; il faut donc chercher si ce 
dernier n'aurait pas quelque facteur commun avec le 
dénominateur 1 — m. Pour éviter rembarras que pour> 

rait causer le signe radical , je fais {/ m = n , et j'en 
conclus , en prenant les quarrés , m = /i a : ceci change 
les quantités 

l/~m — m et 1 — m 
en n — n* et 1 — n a ; 

or n — n*=n(i — n) et 1 — Ji a = (i — ri) (i-f-n) (34); 
en remettant pour n sa yaleur |^m,ona 

y/ m— .m = (i — V^ m ) K m > 
1 — m=(i — l/ m ) 0+ V m }* 
et par conséquent 

a(l/ni— tu) ^(î — l/m)*/^ 

1 — m ~ (1 — \/m) ( 1 + {/m) ~ 

ay m 

résultat semblable à celui du n° 119. 

On réduit de même la seconde yaleur de x, en ob- 
tenant que 

— a\/ m— am — q (1 + {/ m) {/ m 

!— m _ (1 — V / m)(iH- \Z"m)~~ 

— a \/ m 

,1 — \/ m 
comme dans le n° 11g (*). 



(*) L'exemple que je viens de traiter si an long, répond à an pro- 
blème résolu par Clairant dans son Algèbre, et dont l'énoncé est ce- 
loi-ci : Trouver sur la ligne qui Joint deux lumières quelconques , le 
point oà cet deux lumières éclairent également. J'ai dépouille' ce pro- 
blème des circonstances physiques qui sont étrangères à l'objet de cet 
ouvrage, et qui ne peuvent que détourner l'attention qu'exigent les cir- 
constances algébriques, très remarquables en elles-mêmes, et que 
pour cette raison, j'ai développées plus que ne l'avait fait ClairauC; 
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II n'est pas difficile de voir que j'aurais pu éviter les 
radicaux dans les calculs préctdens, en représentant 
par ni 2 le rapport des quarrés des deux parties du 
nombre proposé : alors m eu eut été la racine quarrée, 
«ju'on peut toujours regarder comme connue , lorsque 
son quarré est donné ; mais ou n'aurait pas d'abord 
eenti le but d'un pareil changement de données , dont 
les algèbristes font souvent usage pour simplifier les 
calculs; c'est pourquoi i'invite le lecteur à recommen- 
cer la solution du problème , en mettant m' au lieu 
de m. 

De l'extraction de la racine çuarrée des quantités 
algébriques. 

iai. Laquestion précédente suffit pour indiquer com- 
ment il fau 1 se conduire dans la solution des questions 
littérales , et a présenté une transformation qu'il im- 
porte de remarquer , savoir , celle de 

yVmenal/m (page 177), 
puisque par son moyen on peut réduire au plus petit 
nombre possible les facteurs contenus sous le radical ( 
et simplifier d'autant l'extraction de la racine qui reste 



Cette transformation consiste, commeonl'a vu à l'en- 
droit cité , à prendre séparément la racine de tnus les 
facteurs qui sont des quarrés , et « écrire ces racines hors 
du radical, comme multiplicateurs de ce radical, sous 
lequel on laisse te/s qu'ils sont, les facteurs qui ne sont 
pas des quarrés. 

Cette règle suppose premièrement, que l'on sache 
reconnaître si une quantité algébrique est un quarré t 
et dans ce cas en extraire la racine ; et pour cela, il 
faut distinguer les quantités monômes des polynômes. 
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ïaa. Il résulte évidemment de la règle des exposant 
dans la multiplication , que la seconde puissance d'une 
quantité quelconque a un exposant double de celui de 
cette quantité. 

On a, par exemple, 

a l Xa l =a* J a*Xa % = at, a 3 X o 3 = a* , etc. 

Il suit de là que tout facteur qui est un quatre , doit 
avoir un exposant pair , et qu'on obtient la racine de 
ce facteur en écrivant sa lettre avec un exposant égal 
à la moitié de l'exposant primitif. 

On a ainsi 

{/ a ,k -=^a 1 oua > {/a+^a*, \/ a* = a* , etc. 

A l'égard des facteurs numériques, l'extraction de 
leurs racines s'opère , s'il y a lieu , par les règles ensei- 
gnées précédemment. 

D'après ces remarquée , les facteurs a 6 , &♦, c*, de 
l'expression 

t/64a 6 Mc*, 

sont des quarrés ; le nombre $4 e8t I e quarré de 8 ; donc 
l'expression proposée étant le produit de facteurs quar- 
rés y aura pour racine le produit des racines de chacun 
de ces facteurs ( îai ) ; et par conséquent 

V/64a 6 Mc a = 8a 3 i ft c. 

1 a3. Lorsque cejte circonstance n'a pas lieu , il faut 
chercher à décomposer le produit proposé en deux au- 
tres , dont l'un ne contienne que les facteurs quarrés 
*t l'autre les facteurs non quarrés ; et pour cela i] faut 
considérer à part chacun de ses facteurs. 

Soit pour exemple 

{/y 2 cfi b 3 c 5 . 

- On reconnaît facilement que parmi les diviseurs du 
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nombre 7a , il y a des quarrés parfaits , savoir , 4 > !) 
et 36 ; et en prenant le plus grand , on a 

73 = 36 X a. 
Le facteur é- étant un quarré , on le met de côté -, pas- 
sant ensuite au facteur b 1 , qui n'en est pas un, puisque 
le nombre 3 est impair , on remarque que ce facteur 
peut se décomposer en deux autres b" et b, dont le 
premier est un quarré , et qu'on a 

b 3 = b>.b; 
on voit aussi que 

c* = c*.c; 
il en serait de même de toute lettre ayant un exposant 
impair. Toutes ces décompositions donnent 
7ao*A 3 c 5 = 36.30*0". ic*.c; 
semblant les facteurs quarrés , il vient 
36«*è*c* X aie. 
Enfin , prenant la racine du premier produit et in- 
diquant celle du second , on a 

y/jaaib 3 ^ — Ga^b? t/Hîc". 
Voici encore quelques exemples de réductions sem- 
blables , précédées des calculs qui les mettent en évi- 

G. 5 T | j/Za 3oè| /3a 
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Il Faut remarquer , par rapport au premier, qu'on 
peut faire sortir du radical le dénominateur des fractions 
algébriques , en le rendant un quarré , d'après ce qui 
a été dit n° 104 , pour les Fractions numériques. 

134. Je vais passer à l'extraction de la racine 
quarrée des polynômes. Il est important de se rap- 
peler qu'aucun binôme n'est uu quarré parfait, parce 
que tout monôme élevé au quarré ne produit qu'un 
-monôme , et que le quarré d'un binôme renferme tou- 
jours trois parties (34). 

On se tromperait grossièrement en prenant pour 
y a" + b' le binôme a + b , quoique a soit séparément 
la racine de a a , et b celle de è* ; car le quarré de a -f- b , 
étant a" -f- sab + b 1 , contient eu outre le ternie -f- aab, 
qui ne se trouve pas dans l'expression a' -\- A 1 . 
Soit donc le trinôme 

fl4a'è 3 c + i6a<c*-f-û& s : 

afin de retrouver dans cette expression les trois parties 
qui composent le quarré d'un binôme , îe l'ordonne par 
rapport à l'une de ses lettres , à la lettre a , par exem- 
ple; il vient 

i6cV + 24a"^c + o.6 E . 

Alors, quelle que soit la racine cherchée, en la suppo- 
sant ordonnée par rapport à la même lettre a, le quarré 
de son premier terme doit néL-csaolrcmonr former le pre- 
mier terme iGnV de la quantité proposée ; le double 
produit du premier terme de la racine par le second , 
doit donner le second terme 'a^Pc de la quantité 
proposée ; et enfin le quarré du dernier terme de la 
racine doit être précisément le dernier terme q6 6 de la 
quantité proposée. D'après ces considérations , l'opé- 
ration se dispose comme on la voit plus loin : 



i. l i : 
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— îSoV 


+ 
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+ 9*' 

+ 9 JI 
_ 9 4« 


<<* 
18a- 


c + 34" 


aciji^ 






J'extrais d'abord la racine quarrée du premier terme 
i6<rV, et le résultat fa'c (122) est le premier terme 
de la racine qui s'écrit a droite , sur la même ligne que 
la quantité proposée. 

Je retranche de cette quantité le quarré i6a*c*, 
du premier terme 4 a " c i ^ e ' a racine; et faisant la ré- 
duction j il ne reste que les deux tenues s^d'h^c -f-96 6 . 

Le terme afa'&c étant le double produit du premier 
terme de la racine 4 ai °> P ar ^ e second , j'obtiens ce 
dernier en divisant a^a'b s c par oVc , double de /[a'c , 
et qui s'écrit au-dessous de la racine ; le quotient 36 3 
est le second terme de la racine. 

La racine est maintenant déterminée ; mais il faut, 
pour qu'elle soit exacte, que le quarré du second ternie 
fasse §b ù , ou bien que le double Sa"c du premier terme 
de la racine, augmenté du second 3b 3 , et multiplié par 
le second , reproduise les deux derniers termes du 
quarré ( 91 ) ; en conséquence , à côté de 8a*c , j'écri3 
_l_ ^M , j- multiplie £Vc + 3b 3 par 3£ 3 ; le produit étant 
retranché des deux derniers termes de la quantité pro- 
posée , il ne reste rien , et j'en conclus que cette quan- 
tité est le quarré de ^a*c + 36 3 . 

Il est évident que les mêmes raisonnemens et les 
mêmes procédés peuvent s'appliquer à toutes les quan- 
tités composées de trois 1 tenues. 




iq5. Lorsque ]a quantité dont on veut extrairi: la 
racine a plus de trois termes , elle n'est plus le quarré 
d'un binôme ; mais en la supposant celui d'un trinôme 
m + n + p, et représentant par /la somme m + n 
de ses deux premiers termes , ce trinôme se chan- 
geant en l + p , son quatre devient 

où le quarré /" du binôme m ■+- " . étant développé, 
produirait les termes m 1 -f- amn + n', Ainsi, lors- 
i aura ordonné !a quantité proposée , le pre- 
mier terme sera évidemment le quarré du premier 
terme de la racine , et le second renfermera le 
double produit du premier terme de la racine par 
Je second de cette racine ; on aura donc ce dernier en 
divisant le second terme de la quantité proposée, par le 
double de la racine du premier. Connaissant alors les 
deux premiers termes de la racine cherchée, on com- 
plétera le quarré de ces deux termes , représenté ici 
par P, et le retranchant de la quantité proposée, il 
restera 

a! P + P* . 

quantité qui contient le double produit de l, ou du 
premier binôme m -J- n , par le reste de la racine , plu» 
le quarré de ce reste , et fait voir qu'il faut opérer avec 

e binôme , comme on a fait avec le premier terme m , 

e la racine. 

Soit pour exemple la quantité 

G4a'bc + 25 a'b' — 4c a?b + i Ga* + 64£V — feWc ; 

je l'ordonne par rapport à la lettre a, et je dispose 
l'opération comme précédemment. 
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i6«*— 4oa s ô+a5<i , 6''— Soc^c+S/fi-V ( 4a'— 5a&.+8ftc 

— i6o+ 



i e, rest. — 4 



+G4o"ic 



.8oafr*c+64èV I 



-5 a* 
1 8a 1 — ioa£+8Ai 



» e reata +S4o a £c— 8oao*c+64£ V 

— 64a'At+8oa6 , c— K&c* 

D O O 

Cela fait , j'extrai9 la racine quarrée du premier 
terme 160+, et j'obtiens 4 fll pour le premier terme de 
la racine cherchée; j'en forme le quarré, que je re- 
tranche de la quantité proposée. 

Je double le premier terme de la racine , et j'écris 
au-dessous le résultat 8a a , par lequel je divise le terme 
— 4ca 3 ô qui commence le premier reste ; j'ai — Sab 
pour le second terme de la racine; je l'écris à coté de 8a% 
je multiplie le tout par ce second terme , et je retrancha 
le résultat du reste , sur lequel j'opère. 

De cette manière j'ai retranché de la quantité pro- 
posée le quarré du binôme 4°" — 5ab; le deuxième 
reste ne contenant plus que le double produit de ce 
binôme par le troisième terme de la racine et le quarré 
de ce terme , je double la quantité 4a 1 — 5ab , ce qui 
donne 

' 8a a — 10 ab , 
que j'écris au-dessous de 8a a — 5ab, et que je prends 
pour diviseur du deuxième reste : le premier terme du 
quotient , qui est %bc , est le troisième de la racine. 

Je l'écris aussi à côté de 8c s — 1 oab , et je multiplia 

le tout par ce terme ; je retranche les produits du reste 

sur lequel j'opère , qui se trouve entièrement détruit ; 

la quantité proposée est donc le quarré de 

4a» — 5ab + Sbcl 
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II est maintenant aise d'étendre aussi loin qu'on voudra 
l'opération ci-dessus , .qui est d'ailleurs parfaitement 
semblable à celle qui a été indiquée pour les nombres, 

De la formation des puissances et de l'extraction 
de leurs racines. 

126. L'opération arithmétique d'où dépend la réso- 
lution des équations du second degré, et par laquelle 
on revient du quarré à la quantité qui l'a formé, ou 
à la racine quarrée , n'est qu'un cas particulier d'une 
autre plus générale, servant à trouver un nombre dont 
on connaît une puissance quelconque. On conçoit que 
cette opération , qui conduit à un résultat qu'on dé- 
signe encore par le mot racine, mais en y ajoutant 
l'indication du degré, étant inverse de celle qui sert à 
trouver la puissance , ne peut être déduite que de 
l'examen des circonstances de cette dernière , comme 
cola arrive pour la division à l'égard de la multiplica- 
tion , avec lesquelles ce sujet a d'ailleurs des rapports 
qu'on apercevra bientôt. 

C'est par la multiplication qu'on parvient aux puis- 
sances des nombres entiers(24), et il est visible que celles 
des fractions se forment en élevant leur numérateur 
et leur dénominateur à la puissance proposée (96). 

Réciproquement la racine d'une fraction s'obtient 
dans quelque degré que ce soit , en prenant celle du 
numérateur et celle du dénominateur. 

L'usage des symboles algébriques étant très commode 
pour exprimer tout ce qui tient à la composition et à 
la décomposition des quantités , on procède d'abord à 
la formation des puissances des expressions algébriques ; 
car à l'égard de celles des nombres, ce qu on a dit, 11° i.\ t 
suffit pour les trouver. 
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Table des 7 premières puissances des nombres , depuis 
1 jusqu'à 9. 



y 
4- 
8" 

G'' 


- 


4 


i 
9 


4 

iG 


5 

35 
135 

foS 

i56a5 


6 

36 

a 16 

"96 

7776 
46656 


7 


8 


| 
9 


4s 
343 
«4-1 

1680; 
»,j649 

5a3543 


64 


8. 


8 
16 
3a 

64 


V] 

7»9 


64 
356 


5» 
4096 

3»;68 

309715a 


539 

656. 


5go49 
53.44- 


„», 


,638) 


78]^? 


379936 


4783969, 



J'ai principalement rapporté cette table, afin de mon- 
trer avec quelle rapidité s'accroissent les puissances des 
nombres, à mesure qu'elles deviennent plus élevées , 
remarque qui est très importante pour la suite. On voit 
en effet que la septième puissance de a est déjà 128, 
et que celle de 9 monte à 4782969. 

On conçoit facilement par là que les puissances des 
fractions proprement dites, décroissent très rapidement, 
puisque les puissances du dénominateur deviennent de 
plus en plus grandes par rapport à celles du numérateur. 



La septième puissance 

et celle de -serait seulement 



, par exemple, serait -—5 , 



4783969* 



127- Il suit de ce que dans un produit , chaque 
lettre a pour exposant la somme des exposais qu'elle a 
dani chacun des facteurs (aS) , que la puissance d'une 
quantité monôme se forme en multipliant l'exposant 
de chaque facteur par l'exposant de cette puissance. 

La troisième puissance de a*b 3 c, par exemple, s'ob- 
tiendra en multipliant les exposans a, 3 et i , des lettres 
a, b, c , par 3, exposant de la puissance demandée : on 
«ura a 6 b$c 3 ; e ten effet, cette puissance revient à 
irFcXa'fcX'ri'^^Fc 1 -'. 

Si la quantité proposée avait un co elïîci en t numérique, 
il faudrait élever aussi ce coefficient à la puissance pro- 
posée ; ainsi la quatrième puissance de 5 a b' c 5 est 

parce que celle de 3 est 8i . 

ia8. A l'égard des signesquipeuvent affecter lesquan- 
tités monômes, il faut observer que toutes les puissances 
dont l'exposant est pair, ont le signe +,el nue celles dont 
l'exposant est impair, ont le même signe que la quan- 
tité qui les a formées. 

En effet, les puissances d'un degré pair résultent de la 
multiplication d'un nombre pair defacteurs; etlessigne» 
— conibinésaà a, dans la multiplication, donnent tou- 
jours au produit le signe + (3i). Au contraire, si le 
nombre desfacteurs est impair, le produit aurale signe — 
quand les Facteurs en seront affectés, puisqu'il résultera 
du produit d'un nombre pair de facteurs, et par consé- 
quent positif, multiplié par un facteur négatif. 

iQfl. Pour revenir de la puissance à la quantité qui 
l'a formée, on à sa racine , il n'y a qu'à renverser les 
s données ci-dessus ; c'est-à-dire , diviser l'expo- 
sant de chaque lettre par celui qui marque le degré de lu 
racine qu'on veut extraire. 




i 
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On tronverade cette manière \a racine cubique, ou du 

troisième degré , de l'expression a 6 bv c 3 , en divisant par 

3 les exposans (j, g et 3, ce quidounera' 

a" ¥ c. 

Lorsque l'expression proposée a un coefficient numé- 
rique, il faut en prendre aussi la racine, pour former le 
coefficient de la quantité littérale qu'on obtient par la 
règle précédente. 

Si l'on demandait , par exemple , la racine quatrième 

de 81 a*b*d", on verrait par la table du u° 126, que 81 

est la quatrième puissance de 3; et divisant par 4 lei 

«xposans des lettres, on aurait pour résultat 

Zab'à. 

Dans les cas où la racine du coefficient numérique ne 
peut se trouver par la table citée, on l'extrait par les 
méthodes que je donnerai ci-après. 

i3o. Il est évident que l'extraction des racines nepent 
s'effectuer sur la partie littérale des monômes, qu'autant 
que chacun des exposans est divisible par celui de la ra- 
cine; dans le cas contraire , on ne peut qu'indiquer l'opé- 
ration arithmétique qu'il faudra faire, lorsqu'on substi- 
tuera des nombres aux lettres - , 

On se sert encore pour cela du signe (/ ; maispour 
désigner le degré de la racine, on met l'exposant comme 
on le voit ci-dessous, dans les expressions 

v-, fa. 

dont la première représente la racine cubique, ou du 
troisième degré , deu, et la seconde la racine cinquième 
de o". 

Les expressions affectées du signe V , de quelque 
degré qu'il soit , peuvent souvent se simplifier en faisant 



d'à l g è b r e. 191 

attention que, d'après le n° 127, un» puissance quel- 
conque d'un produit est formée du produit de la même 
puissance de chacun des facteurs, et que, par conséquent, 
la racine que/conque d'un produit est formée du produit 
des racines de même degré de chacun de ses facteurs. Il 
résulte de ce dernier principe , que si la quantité sou- 
mise au radical a des facteurs qui soient des puissance! 
exactes dumnne degré que le radical, on pourra prendre 
séparément les racines de ces facteurs , et multiplier leur 
produit parla racine indiquée des autres facteurs. 
Soit , par exemple , 



est la cinquième puissance de a , 
lf>.h*, 



y 9 GaH'c' 1 . 
On voit que 

g6 = 32X 3 = 2*. 3, 
que a 

que b 

que c"=c'°.c; 

on a par conséquent 

9G a 5 6» c" = a s a 5 &* c 1 " X 3 b* c. 
Le premier facteur ayant pour racine cinquième U 
quantité soie', il vient 

k'gfi a 5 A? c" — 2 abc* \ZTF~c. 

3i. Toute puissance paire devant avoir le signe -f- 
(128), aucune quantité affectée du signe— ne peut être 
une puissance de degré pair , et n'a point de racine de ce 
degré. Il suit de là, que tout radical d'un degré pair, 
comprenant une quantité négative, est une expression 
imaginaire ; 

\/=a, l/^ï, b + l/^aT*, 
•ont des expressions imaginaires. 
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On ne peut par conséquent assigner, soit exact^iient , 
«oit par approximation, pour les degrés dont l'expo- 
sant est pair, que les racines des quantités positives; 
et ces racines peuvent' être affectées indifféremment du 
signe -f- ou du signe — , parce que dans l'un et l'autre cas 
elles reproduisent «gaiement Ja quantité proposée avec 
le signe -f-> et qu'où ignore auquel des deux elles appar- 
tiennent. 

Il n'en est pas de même pour les degrés impairs , dan» 
lesquels les puissances ont le même signe que Jeur3 ra- 
cines (1 s8) : on doit donner aux racines de ces degrés 
le signe dont la puissance est affectée ; et il n'y a point 
d'imaginaires dans ce cas. 

i3a. Il est à propos d'observer que l'application de la 
règle donnée n° 129, pour l'extraction des racines de* 
monômes, par les exposans de leurs facteurs, conduit na- 
turellement à indiquer , par des signes plus commodes 
pour le calcul que le signe y r , les racines qui ne peuvent 
s'obtenir algébriquement. 

Lorsqu'on demande, par exemple, la racine troisième 
deu 5 , il faut, suivant la règle citée, diviser l'exposant 5 
par 3 ; mais la division ne pouvant s'eflectuer , conduit 
au nombre fractionnaire \ ; et la Forme que prend alors 
l'exposant du résultat indique que l'extraction n'est pas 
possible dans l'état actuel de la quantité proposée : on 
doit donc regarder les deux expressions 



\T? 



et 



rommo équivalentes. 

La dernière a néanmoins snr la première l'avantage 
de conduire tout de suite à la simplification dont la 

quantité y ■■«* est «usceptible ; car si on extrait l'entier 
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contenu dans la fraction \ ; on a 1 -f- * , et en regar- 
dant cette somme comme l'exposant d'un produit (a5), 
on reconnaît que la quantité 

est composée de deux facteurs, dont le premier est a, 

» y 

et l'autre revient à y a*. 

On conclurait la même chose de l'expression k?, 
au moyen du n° i3o, mais l'exposant fractionnaire y 
mène immédiatement : on aura d'ailleurs occasion de re- 
connaître dans d'autres opérations les avantages des^sx^ 
posans fractionnaires. 

Pour le moment, il suffit d'observer que If division 
des exposans, dans le cas où elle peut s'effectuer 9 ré- 
pondant à l'extraction des racines, on doit, lorsqu'elle 
est indiquée, la regarder comme le symbole de la même 
opération , et en conclure que les expressions 

n m 

y^a m et a* 
sont équivalentes* 

Voilà encore les conventions établies sur la manière 
d'exprimer les puissances, qui conduisent par analogie 
et par extension , à des symboles particuliers , comme 
dans le n° 37, on est parvenu à l'expression rf=i . 

i33. Je remarque à cette occasion que la règle des 
expoBans, relative à la division (36) étant appliquée con- 
formément à celle des signes, relative à la soustrac- 
tion (ao) , mène aussi à des expressions nouvelles , pour 
une certaine classe de fractions. 

En effet, on a par ces règles 

am m-» 

a m ~ ' 

Elém. d? Algèbre. îa* édition. i3 
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mais si l'exposant n du dénominateur surpasse l'exposant 
m du numérateur , l'exposant de la lettre a dans le se** 
cond membre sera négatif. ' 

Si, par exemple , m = a, 71 =3, on aura 

ar 

maisd'ailleurs, en simplifiant la fraction -3, on trouve - • 

les expressions 

1 

et a" 1 
a 

sont donc équivalentes. 

, En général, on à par la règle des exposans f 

< 

.m 



a" 



et d'ailleurs 



a«+* ' 



a m 



a nH-« a * * 



il résulte de là, que les expressions 



-ij et or* 
a* 



6ont équivalentes. . ; 

j ■ 

En effet , le signe — qui précède l'exposant » étant 
pris dans le sens du n b 6a, montre que Jfëxposant pro- 
pose vient d'une fraction dont le dénominateur contient 
n facteurs a de plus que le numérateur, ce qui est bien 

-£\ on peut donc, lorsqu'on rencontre l'une quelconque 

de ces expressions, y substituer l'autre. 



a* 



D'après cette observation, la quantité -j-g considérée 



totnme 



^x^x?» 



peut être mise sous la forme 

c'est-à-dire, qu'on peut faire passer du numérotent fous 
les facteurs du dénominateur, en affectant leurs exposant 
du signe — . 

Réciproquement, lorsqu'une quantité renferme des 
facteurs affectés d? exposons négatifs , on les met au dé* 
nominateur , en donnant le signe -f- à leurs exposons f 
c'est ainsi que la qnantité 

redevient ?~2P* 

De la formation des puissances des quantités complexes: 

i34- Je commencerai par observer que les puissances 
des quantités complexes s'indiquent en enveloppant ces 
quantités d'une parenthèse , qu'on affecte de l'exposant 
de la puissance. L'expression 

(4a*— aa4+56 a ) 8 , 

par exemple , désigne la troisième puissance de la quan- 
tité 4^* — aà6-|-5&*. On marquerait encore cette 
puissance comme ci-dessous 

4 a* — aai + 5** 3 . 

i35. Les quantités binômes sont les plus simples après 

i3.. 
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les monômes; cependant, si Ton en voulait former. les 
puissances par des multiplications successives, on ne par- 
viendrait de cette manière qu'à des résultats particuliers 
pour chaque puissance , comme le sont pour la deuxième 
et la troisième , ceux que j'ai fait remarquer dans le nu- 
méro 34 : on formerait cette table : 

(x+a)* = x* + a a x -f- a*, 

(x+a) 3 = a^ + 3ax* + 3a*a: + a 3 , 

etei; 

mais on ne saisirait pas facilement la loi des coefficient 
numériques de ces résultats. En réfléchissant au procédé 
de la multiplication , on reconnaîtra que les coefficient 
numériques 4 naissent des réductions qu'entraîne l'égalité 
des facteurs qui forment une jouissance , et qu'en empê- 
chant ces réductions, on rendra la composition des pro- 
duits plus évidente. 

Pour opérer ces effets, il suffit de donner à tous les 
binômes qu'on multiplie , de9 seconds termes difFérens , 
de prendre , par exemple , 

x-f-a, x-f-ô, x-l-c, a?-|-<£, etc. 

En effectuant les multiplications que je vais indiquer. . 
et en plaçant dans «me même colonne les termes affectés 
d'une même puissance de x > H est aisé de trouver qué é 



•c 
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-j-ci^+icx . . 

Sans pousser pin» loin en produits, os peut déjà rt coih- 
^aitrola loi de leur formation. .•■-.* . U ■-., j. -•; 

En concevant que tous les termes atfcjlétés'&f là même 
puissance de x , et placés dans la mêine cotyÂne , n'en 
forment qu'un seul, comme , par exempté^ 

, ax 3 -4-bx 3 4~cx s + Jx s = (a+ft+c-rf-i) x*> 

et ainsi des autres . , . .. h ., v ,. ... • . .. 

- i°. On trouve dans chaque produit- un Pf>m*\de phts 
qu'il n'y a d'unités dans le nombre de ses facteurs; 

■ 2*. L'exposant de x dans le premier ternie est le même 
que le nombre des facteun^et vafndimiàûant dé Tunité, 
d'un terme au suivant ; *■■■ 

3°. La plus haute puissance fa xn'a pour coefficient 
que l'unité ; celle qui la suit, ou qui a une unité de moins 
dans son exposant, est multipliée par la somme dès se- 
conds termes des binômes ; celle qui a deux .unités de 
moins dans son exposant ,. l'est par la somme des divers 
produits qu'on obtient en multipliant y deux à deux , les 
seconds termes des binômes; celle qui a trois unités de 
moins dans son exposant , l'est par la somme des divers 
produits qu'on obtient en multipliant, trois à trois , les 
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seconds termes des binômes, et ainsi de suite ; enfin, dans 
le dernier terme, l'exposant de x , étant censé égal à 
zéro [57), se trouve composé du premier , diminué d'au- 
tant d'unilès qu'il y en a dans le nombre des facteurs, et 
ce terme contient le, produit de tous les seconds termes 
des binômes, 

II est facile de voir que la forme de ces produits doit 
rester soumise aux mêmes lois, quel que soit le nombre 
dé facteurs; cependant on peut encore en avoir un* 
preuve autre que l'analogie. 

i36. Il est d'abord évident que tout produit de cetle 
espèce doit contenir les puissances successives de x , de- 
puis celle dont l'exposant est égal au nombre des facteurs 
qu'on a multipliés, jusqu'à celle dont l'exposant est zéro. 
Pour désigner généralement le résultat, on exprimera ce 
nombre par ja lettre m ; les puissances successives de x 
seront indiquées par 



on mettra les lettres A,B,C, Y, 

pour les quantités qui doivent les multiplier, à partir de 
x" 1-1 ; mais le nombre des termes qui dépend des valeurs 
particulières données à l'exposant, demeurant indéter- 
miné , tant que cet exposant n'est point fixé , on ne peut 
écrire que les premiers et les derniers termes de l'expres- 
«ion , et on indique par une suite de points Us termesia- 
termédiaires qui sont sous-entendus. 

C'est ainsi que l'a formule 

xP + Ax^-' + Bxr-t+Cx"- 3 -f-J', 

représente le produit d'un nombre quelconque m de fac- 
teurs, x-f-u, x+b,x+c,x + d, etc. 

Si on le multiplie par on nouveau facteur .c -f- /, il 
Viendra 

X"-*- -f- A x" + Bx"-'-f- Cx*- 3 » 



D ' A L G i B R E. 199 

Il est évident , i°. que si A est la somme des m seconds 
termes c, &, c,;d, etc., A-\-l sera celle des m + 1 seconds 
termes a, &, c, d,etc. /, et que par conséquent la compo- 
sition assignée à ce coefficient sera vraie pour le produit 
du deçré m -f- 1 , si elle est yraie pour celui du degré m. 

s°. SiB est la somme des produits des m quantités 
(ij b % c, d, etc. prises deux à deux, B-^-ÏA exprimera 
celle des produits de m -f* 1 quantités a, b, c, d, etc. /, 
prises aussi deux à deux; car A étant la somme des pre- 
mières , LA sera celle de leurs produits par la nouvelle 
quantité introduite / -, donc, la composition assignée sera 
vraie pour le degré m -+■ l^si elle Test pour le degré m. 

3°. Si C est la somme des produits des m quantités 
a, b, c, d, etc. prises trois à trois, C -+■ IB fera, celte * 
des produits des m + 1 quantités a, b, c, d,etc. /, prises 
aussi trois à-trois., puisque h B , d a£fès ce qui précède , 
exprimera la somme des produits des premières prises, 
deux à deux , multipliés par la nouvelle quantité intro- 
duite / : donc la composition assignée sera yraie pour le. 
degré m -+• 1 , si elle a lieu pour le degré m. 

On voit' que ' cette manière de* raisonner s'étend à tous 
les termes , et que le dernier / Y sera le produit des 
m + 1 seconds termes. 

Les- remarques énoncées dans le numéro i35 étant 
vraies pour le quatrième degré, par exemple, le seront, 
suivant ce qu'on vient de voir , pour le cinquième, pour 
le sixième ; et eu, s'élevant, ainsi de degré en degré K elles , 
seront prouvées en général. 

Il suit de là que le produit d un. nombre quelconque,, 
m de facteurs binômes x -f- a, x+b^ + c, x +rf, etc. 
étant représenté par 

* m -f A x" 1 - 1 + B x" 1 - 4 + C x^ 3 + etc. ,. 

^içra toujours te somme des m lettres a> b } c, etc., 5 celte 
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des produits de ces quantités prises deuxàdeux, C celle 

des produitsde ces quantités prises trois à trois, et ainsi 

Pour embrasser la loi de cette expression dans nn seul 
terme, j'en considérerai un plaeédansunrangindéterminé, 
et que, pour cette raison, je représenterai par Nx"-**. 

Ce terme sera le second, si l'on fait n= i ; le troi- 
sième, si l'on fait n=2; le onzième, sil'on fait rc — 10, etc. 
Dans le premier cas , la lettre N sera la somme des m 
lettres a, à, c, etc. ; dans le second , celle de leurs pro- 
duits deux à deux ; dans le troisième , celle de leurs pro- 
duits dix à dix; et en gémirai celle de leurs produits n an. 

1S7. Pour changer les produits 

(x+n) (a:+A).C*+'0(*+*)(* + O. 

(*-f-a)(*+&)(x-f.c)(x + a'),etc. > 

dans les puissances de x -{-a, savoir, en 

(x + ay, etc., 

il suffit de faire dans les développemens de ces produits , 

a = b, n=b=C, 

a^è— c=d, etc. 
Toutes les quantités qui multiplient une même puissance 
de x , deviendront alors égales entr'elles : ainsi le coef- 
ficient du second terme , qui, daus le produit 
(x + <0(x + A) (x + c)(x+d)esta + b+c+d r 
se changera en 4 a '< cem ' du troisième terme dans le 
même produit , étant 

ab + ac + ad+ bc + bd+cd, 
deviendra 60*; et de là il est aisé d'apercevoir que les 
coefiiciens des diverses puissances de x se changeront 
en une seule puissance de a, répétée autant de fois qu'il» 
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ont de termes, et marquée parle nombre de facteurs (pie 
contiennent ces termes. Ainsi , le coefficient A' qui multi- 
plie la puissance x"*~ ", dans le développement général, 
sera la puissance ndea, oua*,répéttJeautantde fois qu on 
peut former de produits ditferens en prenant de toutes les 
manières possiblesun nombre i:delettressur un nombrem; 
c'est donc à la recherche du nombre de ces produits qu'est 
ramenée celle du coefficient du ternie affecté de x™~ " 

i38. Pour parvenir à découvrir le nombre dont il s'a- 
git, il faut d'abord distinguer les arrangemens ou per- 
mutations , desproduits ou combinaisons. Deux lettres, 
a etb, ne donnent qu'un produit, mais sont susceptible* 
de deux arrangemens, ai et on; trois lettres, abc, qui 
ne donnent qu'un produit , sont susceptibles de six ar- 
rangemens (88j , et ainsi de suite. 

Afin de fixer les idées , je suppose qu'il y ait en tout 
9 lettres, 

a, b, c, d, e,f, g, h, i, 

et qu'il soit question de les arranger 7 A 7 ; il est évident 
qu'en choisissant comme on y oudra un arrangement de 
six de ces lettres , ab cet ef, par exemple , on pourra v 
joindre successivement chacune des trois lettres restantes 
, h et i, et on aura de cette manière trois arrangemens 
de 7 lettres , savoir : ' 

ab c d efg, ab c d efk, ab c d efï. 
Ce qu'on vient de dire sur un arrangement particulier 
de six lettres, conviendra également à tous ; et on en doit 
conclure que chaque arrangement de six lettres en don- 
nera trois de sept lettres, c'est-à-dire, autant qu'il reste A* 
lettres qui n'y sont pas employées. Donc, si le nombre des 
arrangemens de six lettres est représenté par P, on aura 
celui des arrangemens desept lettres en multipliant P par 
Sou 9 — S. Remplaçant lemombresç) et 7 par m et par n. 



202 à Ij è M B N S 

et regardant P comme le nombre des arrangemens dont 
sont susceptibles m lettres prises en nombre n — 1 , le rai- 
sonnement ne changera pas, et on aura encore pqur le 
nombre des arrangemens composés de n lettres , 

P[_m — (/» — 1 ) ], ou P (m — Ti-f-O- : 

Cette formule renferme implicitement tous les cas par- 
ticuliers. Pbur en déduire, par exemple, le nombre d' ar- 
rangemens de m lettres prises deux à deux, onfera n= a, 
ce qui donnera 

n— 1 = 1 , 
et on aura 

■ , s 

car P égalera alors le nombre de lettres prises une à une : 
il résultera donc de là 

m {m — a-f-i) ou m(jn — 1). "-'*'■'■ 

Posant ensuite 

P=m(m— 1) et n=3, - * 

on trouvera pour le nombre d'arrangemens dont sont sus- 
ceptibles m lettres prises 3 à 3; 

m (/n — î) (m— »3 + i)=m (m— * î) (?»-*-a},p 
En faisant 

P= m ( m — î ) ( Tii «— a ) et » = 4> * ' 

on obtiendra 

m(m— î) (m— a) (m— 3) 

i » 

pour le nombre des arrangemens 4 à 4- On calculera donc 
ainsi de proche en proche les expressions du nombre d'ar- 
rangemens formés d'autant de lettres qu'on voudra (*), 
i3g. Pour passer maintenant du nombre des arran-* 

■ 1 ' ' ■ , 

(*) Dans ces arrangemens , on exclut les repentions de h même 
lettre, parce que la recherche qui nous occupe n'en admet poiQfg 
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i celui des produits différées, 
il faut connaître le nombre d 'arrange ru ens dont un 
même produit est susceptible. Pour cela , on obser- 
vera que si dans l'un quelconque de ces arrangemens, 
on fixe une des lettres à la première place , on pourra 
faire entre toutes les autres autant de permutations que 
le comporte un produit de n — i lettres. Je prends pour 
exemple le produit ab c d efs, composé de 7 lettres; on 
peut, en laissant a à la première place , écrire ce pro- 
duit d'autant de manières que le prodoit de six lettres , 
b cdefg, admet d' arrangemens ; mais chaque lettre du 
produit proposé peut être première à son tour : ainsi , 
nommant Q le nombre d' arrangemens dont est suscep- 
tible un produit de 6 lettres , on aura Q X 7 pour celu i 
des arrangemens d'un produit composé de 7 lettres. Il suit 
de là que si (/désigne le nonibred'arrangeroensque peut 
fournir un produit de n — 1 lettres , Qn exprimera le 
nombre d'arrangemens d'un produit de n lettres. 

Tous les cas particuliers se déduisent sans peioe de 
cette formule ; car en faisant «= 2 , et en observantque 
Iorsqu'iln'y a qu'une seulelettre, Ç=l,il vient 1 X2=2 
pour le nombre des arrangement d un produit de deux 
lettres ; prenant ensuite Q = j X a et n = 3 , on aura 



nais la théorie des permutations ei 
>as> au calcul des probabilités , pi» 



- calculer reflet, dans l'exemple 

il suffira d'observer IrtTort peut écrire in 
■ 1,8, h, i. 



la suite du produit île S lettres cbedef. En nommant donc P U 
nombre il'airangemms île m- [tu espèce, on auru J J Xflpour le nombre 
d'arrunpcmens de J lettre*. Par la même raison , si F désigne le nombre 
d'arrangement de m lettre* prises a— 1 a n— 1 , celui des arrange- 

Cel» pose, le nombre tfarranpemeiii de m lettres prises 1 à 1 et 

lui des niTuiiceiiicns 3 h 3 sei-amX»'X«», "n «i J ; ri cnliqin" eii 



lui des ariuneemens 3 à 3 s«iamX»'X 
niera le nouiliie d'arrangemenï 



enfin m" eipri 
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tX3X3=6pourle nombre d'arrangemensd'un produit 
de trois lettres-; faisant encore Q = i X 2 X 3 et n == 4, 
i] en résultera iXaX3x4> 011 24 arrange m en s possibles 
dans un produit de 4 lettres , et ainsi de suite. 

140- Ce qui précède étant bien compris, H est facile 
de voir qu'en divisant le nombre total des arrangemens 
de n lettres, fourni par les m. lettres proposées, par le 
nombre des arrangemens dont un même produit est su»- 
ceptible , on aura pour quotient le nombre des produits 
difierens qu'on peut faire en prenant de toutes les ma- 
nières possibles n facteurs parmi ces m lettres. Ce nombre 

»eradoncexprimépar — — (*) -, et d'après ce 



qu " 



P(m 



1), 



<?„ 



' x"— "sera le ferma 



affecté de a;" 1 "" 1 dans le développement de (x+a) m . 

Il est évident que le terme qui précède celui-ci sera 
exprimé par -^a"~' x m ~" + ' ; car en remontant vers le 
premier terme , l'exposant de X augmente d'une unité , 
et celui de a diminue d'autant; de plus, Pet Q sont le« 
quantités relatives au nombre n — 1 . 



(*) 11 et! à propoj de remarquer qu'en y faisant snccetsiTenmii 



ci qui eipnrnent respectif 
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P 

ifa . Si on fait — =3/, les deux termes consécutifs 
indiqués ci-dessus , deviendront 

» 

Ma*~ l x" 1 -» + 1 et M ( ro ~ *+0 fl » ^o»-» 

7» 

t 

résultats qui montrent comment chaque terme du déve- 
loppement de ( x -f» a) m se forme de celui qui le précède. 

En partant du premier terme , qui est x m , on 
arrive au second , en faisant n = 1 : on a M~ 1 , 
puisque x™ n*a pour coefficient que l'unité \ et il en 

résulte — : — oaf" 1 , ou — ci"" 1 . Pour passer au 
troisième terme , on fait M = — • et tv=2, ce qui donne 
TO ( m ~ '2 «**-«. Le quatrième ."obtient par k snp- 

position de if = — - - et n = 3 , qui conduit à 

m (m-— i) (m— a) , ^. . . , 

— i i-i -^J- a 3 *" 1 "-*, et ainsi de suite, ce qui 

î . a . 3 ' ' n 

produit la formule 



— * 



( %— _ . m — , . m (m "— i) _ — 
x+ay tt '=sLx m A cpc«^ l + — ^ ^crx m 
1 ' ' î ' î . a 

i . a . 3 • 

que l'on peut convertir dans cette règle : 

Pour passer d'un terme à celui qui le suit , multipliez 
le coefficient numérique par l'exposant de x dans le pre- 
mier; divisez par le nombre qui marque le rang de ce 
terme , augmentez de l'unité F exposant de a et diminuez 
pareillement celui de x. 

Quoiqu'on ne puisse fixer le nombre des termes de 
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cette formule qu'en assignant une valeur, particulière à 
m, il ne doit cependant rester maintenant aucun doute 
sur la loi que suivent les termes de la formulé , quel** 
qu'éloignés qu'on les suppose du premier; et ou voit que 



m(ro— 1) (m — 2 ) ( ni — n-f**) 

1 . à . 3 



. . . . n 



n~*mr-n 



exprime le terme qui eu a n avant lui. 

Cette dernière formule s'appelle le terme général de 
la suite 

^1 ^ 1 . a 

parce qu'en faisant sucoessiveinent 

• 1 

i&= 1 , n==a, n==3,etc, 

elle donne tous les termes de cette suite. ■ • - 

14a. Appliquons maintenant la règle du numéro pré- 
cédent à la formation du développement de ( x -f 1 '»} 6 ; 
le premier terme étant 

x 5 ou a x*(3j) t 
le second sera 

/ -a'x*. ou 5ax*. 

1 

le troisième 

^<rxr ou \oa % âr % 

a • 

le quatrième 

— = — a?x* ou ioa s a^ # 
le cinquième 

f atx ou ..5<rcp. 

4 • 

le sixième, 

' - ' crx* oit or. 
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JLe développement s'arrête ici , parce que pour passer 
au terme suivant, il faudrait multiplier par l'exposant de x 
dans le sixième , et que cet exposant est zéro. 

C'est aussi ce que montre la formule ; car le septième 
terme ayant pour coefficient numérique , 

ro(m — 1) (m — a) (m— 5) (m — 4) ( m — 5 ) 
1 . a . 3 . 4 * 5 . 6 

contient dans le cas actuel, le facteur m — 5 , qui de- 
vient 5 — 5 ou o ; et ce même facteur entrant dans les 
termes qui viennent après , les rend tous nuls. 

En réunissant les termes que j'ai obtenus ci-dessus , 
il vient 

( x -f- a) 5 = x 5 -+• 5ax* -f- 1 oo^r 3 -f- 1 oa 3 x a -f- &**«# + a5 « 

i43. On déduirait en général de la formule du nu- 
méro 141 , le développement de la puissance quelconque 
d'un binôme quelconque. Si l'on avait, par exemple, à 
former la sixième puissance de ax 3 — 5a 3 , il, suffirait 
de remplacer dans la formule les puissances de x et de a 
par celles de ax 3 et de •— 5a 3 respectivement, puisque 
si l'on faisait 

ax 3 = x' et — 5 a 3 = a' , 
on aurait 

(ax 3 — 5o 3 ) 6 =(x' + a') 6 = 
a/ 6 4. 6aV 5 +i5a^'4 4.àoa /3 x' 3 
+-i5a / 4x'*+,6a /5 x / -f- a' 6 (141), 

et il resterait à substituer pour od et pour a! les quantités 

que ces lettres désignent. On trouverait 

(ax 3 ) 6 -}- 6( — 5a 3 ) (ax 3 ) 5 -*- i5 ( — 5a 3 )* (ax 3 )* 
+ ao( — 5a 3 ) 3 (ax 3 ) 3 -}-^ — 5a 3 )* (ax 3 )* 
+ 6(-5a*)*(*JC?) +(_5o 3 )«, 

ou 64a? 18 — 96oa 3 x l5 + 6000 a 6 x" 

— aooooa9x9 + 375oo a 1 * x 8 
— 3j5oQa lb x 3 + i56a5 a 18 . 
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Les termes de ce développement sont alternative- 
ment positifs et négatifs ; et il est visible qu'il en sera 
toujours de même , lorsque le second terme du binôme 
proposé aura le signe — . 

144. On prépare la formule du numéro ifa , d'une 
manière qui en facilite l'application dans les cas ana- 
logues au précédent. 

En observant que 

m*M 2*" JE"* 

x m - 1 =— , *"»-*= — , x*- s =^, etc., 

elle peut être écrite ainsi 

„- . m a - . rofro — 1)0* , . .... 

ce qui revient à 

f . roa.mC/n— i)a* 

**l » H — - -— s 

t 1 x 1 . a as* 

t m(m— 1) (m — a) g 3 , ^ 7 
+ 1 . a . S P + *?\f> 

en isolant le facteur commun rr"*. Pour calculer par 
cette formule , il faut former la suite des nombres 

m m — 1 m — a m — 3 

T' ~^~* ~3~' ~' etc ' 

. multiplier d'abord ie premier par la fraction - , puis le 

a 
résultat par le second, et encore par la fraction - > puis 

^» 

"a 
encore le résultat par le troisième et par la fraction- y et 

cztwî rfe siute; réunir tous ces termes, ajouter l'unité, 
et enfin multiplier le tout par le facteur x™. 

Dans l'exemple (a* 3 — 5a 3 ) 6 , il faut écrire (ar*) 6 à 



aog 

:elle de-. Je laisserai au 
x 
lecteur le soin d'efFectuer le calcul (*). 

i/jS- On ramène facilement le développement de la 
puissance d'un pnlynonle quelconque , à celui des puî;» 
s du binonie, ainsi que ie vais le montrer, en for-" 
marjt la troisième puissance du trinôme a + b -f- c 

Je fais d'abord b -+■ c r= m , et j'obtiens 
(a + b+çy = (a + my=a>-l-3 a >m + 3am> + m i i 
mettant ensuite pour m le binôme b -f- c, qu'elle re- 
présente , j'ai 

t a+ J +c )! ï=a > + 3«.(S + c)+3 a (J+c)- + (i+c)'. 

Il ne reste plus qu'à développer les puissances du binôme 
6 + c, et à effectuer, sur ces puissances, les multiplica j 
tions indiquées , ce qui donnera 

a 3 + 3a*ô -f- nab" + Ô 1 
*f- 3o*c -f Sabc + 36"c 
-f- 3oc" + 36c" 
+ <?. 
De l'extraction des racines des quantités complexes. 

i_i'i. Ayant exposé la composition des puissances 
des quantitts complexes, Je vais passer à l'extraction 
de leurs f acines , en commençant par la racine cu- 
s nombres. 

Pour opérer l'extraction de la racine cubique dea 



(*) La formule fin développement rie (x + o)' n convient b toute* 
tes voleurs rie IVijiosani m , ci *';i|>[j|u(0.' roulement au ras où cev 
exposant «mit Fractionnaire ou nreatir. ( '.nu propriété qui at trèi- 
itnportatite, esi prouvée riuns le Complément de ce Traite. 

EUm. d'Algèbre. ia* édition. \i, 
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nombres , il faut d'abord connaître les cubes des nom- 
bres d'un seul chiffre ; on les trouvera dans la seconde 
Kgne de la. table ci-dessous : 

123456789 

1 8 27 64 ia5 216 343 5ia 729 

• 

et le cube de 10 étant 1000 , tout nombre de trois chif- 
fres ne renferme que le cube d'un nombre d'un seul. 

La formation du cube d'un nombre de deux chiffres 
s'opère d'une manière analogue à celle du quarré ; car 
en décomposant ce nombre en dixaines et en unités , 
désignant ensuite les premières par a, les secondes par 
b , il vient 

( fl + i) 3 = c 3 -f- Za % b + Zab* + b 3 ; 

ce qui fait voir que le cube, ou la troisième puissance 
d'un nombre composé de dixaines et d f unités , renferme 
quatre parties , savoir : le cube des dixaines , trois fois 
le quarré des dixaines multiplié par les unités , trois fois 
les dixaines multipliées par le quarré des unités, enfin 
le cube des unités. 

Soit 47 I e nombre dont on demande la troisième puis- 
sance ; en faisant a = 4 dixaines ou 4°, 4=7 unités , 
on trouvera 

a 3 = 64000 

3 a % b = 336oo 

3a£ 2 = 588o 

b 3 — 343 

Total io3823 = 4 7 x 47X47- 

Pour revenir maintenant du cube io3823 à sa ra- 
cine 47 ' ■» on remarquera d'abord que 64000 , cube 
des dixaines 4 > n ' a point de chiffres significatifs d'un 
ordre inférieur aux mille ; on peut donc , dans la 
recherche du cube des dixaines, faire abstraction des 
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centaines , des dixaines et des unités du nombre 1 o38a3. 
D'après cela , en disposant l'opération comme pour 
l'extraction de la racine quarrée , on séparera les troi* 
premiers chiures surla droite par une io3,833 | 4,7 
virgule ; le plus grand cube contenu ~~£2 ~7g 

dans io3, sera celui des dixaines. On J 

verra par la table précédente que ce 3g 8,a3 
cube est 64 , dont la racine est 4 ; 00 posera donc 4 à la 
place destinée à la racine. On retranchera ensuite 64 
Se io3 ; et à côté du reste 3o , on abaissera les troia 
derniers chiffres. Le reste total, 3g8a3 , contiendra en- 
core trois parties du cube , savoir, trois fois le quarré 
des dixaines multiplié par les unités , ou Sa'b , troi* 
fois les dixaines multipliées par le quarré des unités , 
ou 3 oà a i et le cube des unités , ou b 3 . Si on avait la 
valeur du produit 3a = ô , comme on connaît déjà les 
les a, en divisant ce produit par 3a* , On obtien- 
drait les unités b ; mais quoiqu'on ne connaisse pas 
1 sait cependant que ce produit ne doit avoir 
aucun chuTre significatif d'un ordre inférieur aux cen- 
taines , puisqu'il contient le facteur a? qui exprime le 
quarré des dixaines : il ne peut donc se trouver qua 
dans la partie 3g8 , qui reste du nombre 39833 , (près 
séparé les dîxainès et les unîtes , partie qui 
contient en outre les centaines que fournissent le produit 
Zab 1 des dixaines par le quarré des unités, et le cube i J 
des unités. 

En divisant 398 par 48, qni exprime, dans l'exemple 
proposé, le triple quarré des dixaines, 3a' ou 3Xj6, on 
trouvera pour quotient 8 ; mais ce qui précède fait voir 
qu'on ne doit pas adopter ce chiffre pour les unités de 
1.! racine cherchée sans l'avoir vérifié, et cela en formant 
les trois dernières parties du cube que doit contenir le 
reste 3q8q3. Eu faisant b =. 8 1 on trouve 

14.. 
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Total 465ga; 

et ce résultat surpassant 3g820, prouve qu'il faut dimi- 
nuer le nombre 8 pris pour les unités. En essayant 7 de 
la même manière, on voit qu'il satisfait aux conditions , 
et que par conséquent 4? est la racine demandée. 

Au lieu de faire la vérification que je viens d'em- 
ployer, on préfère ordinairement d'élever immédiate- 
ment au cube le nombre qu'expriment les deux chiffre» 
trouvés, en le multipliant par son quarré. En opérant 
ainsi sur 48 , on trouvera 



48 x 48 X 48 = 



1C%2, 



et ce nombre étant plus grand que le proposé io38a3^ 
montre encore que le chiffre 8 est trop fort. 

147. Ce qu'on a pratiqué sur l'exemple ci-dessus doit 
s'effectuer de même sur tous les nombres exprimés par 
plus de trois chiffres et moins de 7. Ayant séparé les 
trois premiers vers la droite , on cherchera le plus grandi 
cube contenu dans la partie restante à gauche ; on por- 
tera sa racine à la place qui lui est destinée ; on retran- 
chera ce cube de la partie du nombre proposé sur la- 
quelle ou a opéré ; à côté du reste , on abaissera les trois 
derniers chiffres ; on séparera les dixaines et les unités, 
et on divisera ce qui reste à gauche par le triple du 
quarré des dixaines trouvées ; mais avant d'écrire le 
quotient à la racine , on le vérifiera en élevant au cube 
le nombre qu'exprime ce chiffre joint aux dixaines 
connues. Si le résultat dé cette opération est trop fort, 
on diminuera le chiffre des unités; on procédera à un» 
nouvelle vérification , et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on 
trouve un résultat égal au nombre proposé , ou moindre 
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que ce nombre , s'il n'est pas un cube parfait. Dans ce 
a racine trouvée n'est que coîle du plus grand 
cube qu'il contient. Comme on a souvent des restes très 
considérables , voici à quoi on pourra reconnaître si 1* 
chiffre des unités n'est pas trop faible. 

Le cube de a ■+■ b , lorsqu'on fait è — 1 , devient celtâ 
de a -+■ 1 , et a pour expression 

<r'+3« s + 3a-F-i, 
quantité qui surpasse a 3 , cube de a, de 
3«» + 5a + 1. 

1 suit de là que tant que le reste d'une extraction de 
.a racine cubique sera moindre que trois fois le quarté 
de la racine , plus trois fois la racine, plus l'unité, 
cette racine ne sera pas trop faible. 

(8. Pour extraire la racine de io58a38i7, on ob- 
servera d'abord que, quel que soit le nombre de chiffres 
de cette racine , si on la décompose en unités et dixaines , 
le cube de celles-ci ne pourra faire partie des trois 
derniers chiffres vers la droite , et devra par consé- 
quent se trouver dans io58a5. Mais le plus grand cube 
contenu dans io5825 aura plus d'un chiffre à sa racine , 
qui pourra par conséquent se décomposer en unités et 
dixaines; et le cube de ces dixaines ne descendant pas au- 
dessous des mille , ne pourra faire partie des trois der- 
niers chiffres 8s3. Si , après la séparation de ceux-ci , il 
restait encore plus de trois chiffres vers la gauche , on ré- 
péterait le raisonnement précédent, et on parviendrait 
ainsi à marquer la place du cube des unités de l'ordre 
le plus élevé de la racine cherchée, en partageant le 
nombre proposé en tranches de trois chiffres , en allant 
de droite à gauche, la dernière pouvant en contenir 

moins de trois. 



Cela pose , après i 
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à l'ordinaire , on cherchera d'abord , par la règle du 
n e précédent , la racine cubique 1 
des deux premières tranches 
gauche , et on trouvera 47 pour . 
résultat ; on retranchera le cube 
de ce nombre des deux tranches 
qui le contiennent ;àcôté du reste 
aooo,on abaissera la tranche si 
vanteS^etlenombreaoooSiy . 
doit renfermer les trois dernières 000 000 000 
parties du cube d'un nombre dont 47 exprime les dixaî- 
nes, et dont on cherche les unités: on trouvera donc 
ces unités, comme dans l'exemple du numéro cite , en 
séparant les deux derniers chiffres vers la droite du 
reste, et en divisant la partie à gauche par GSaj, triple 
du quarré de 47- On vérifiera le quotient 3 , en élevant 
473 au cube, et on trouvera pour résultat le nombre pro- 
posé lui-même , parce que ce nombre est un cube parfait. 

L'explication de l'exemple ci-dtssus peut tenir lieu 
de règle générale. Si le nombre proposé avait une tranche 
de plus, on continuerait l'opération comme on l'a fait 
pour la troisième -, et il ne faudrait pas manquer de 
mettre un zéro à la racine, si le nombre à diviser sur 
la gauche du reste , ne contenait point celui par lequel 
il faut le diviser : on descendrait alors la tranche sui— 
Tante , et on opérerait sur cette tranche réunie au reste , . 
comme sur les précédentes. 

i4$- Puisque le cube d'une fraction s'obtient en mul- 
tipliant cette fraction par son quarré, ou, ce qui re- 
vient au même , en cubant son numtratéur , et en cubant 
son dénominateur, il s'ensuit qu'on retombera sur la 
racine, en prenant celle du. nouveau numérateur et cel/m 

du nouveau dénominateur Le cube de * , par exemple. 



d'algèbre. 2l5 

est — ^; prenant la racine cubique de ia5 et celle da 

21b , on retrouve 7;. 

p. 

Tel est le procédé qu'il faut suivre lorsque le numé- 
rateur et le dénominateur sont tous deux des cubes par- 
faits : mais lorsque cela n'a pas lièu^ on s'épargne la 
peine d'extraire la racine du dénonmiateur , en mul- 
tipliant par son quarré les deux termes de la fraction 
proposée ; car le dénominateur résultant de cette opé- 
ration se trouve le cube du dénominateur primitif, et 
il ne reste qu'à prendre la racine du numérateur. Si on 

3 
avait, par exemple, p, en multipliant les deux termes 

de certje fraction par s5 , quarré du dénominateur , on 
aurait 

75 , 

5x5x5' 

la racine du dénominateur est 5 : quant à celle de j5 , on 

trouve qu'elle est entre 4 et 5. En se bornant à 4> on aura 

4 3 

? pour la racine cubique de ■= , à moins d'un cinquième 

près. Pour avoir une exactitude plus grande , il faudra 
extraire la racine approchée de 75 par les moyens que 
j'indiquerai plus bas. 

Lorsque le dénominateur sera déjà un quarré parfait, 
il suffira de multiplier les deux termes de la fraction par 
la racine quarrée du dénominateur. Ainsi pour trouver 
la racine cubique de -J , je multiplie les deux termes par 
3, racine quarrée de 9, et j'obtiens 

12 



3x3x3* 

prenant la racine du plus grand cube 8 contenu dans 1 2y 
il vient -3 pour la racine cherchée , à moins d'un tiers> 
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1 5o. Il suit de ce qui a été démontré dans le'n° 97 , 
que la racine cubique d'un nombre qui n'est pas un cube 
parfait, ne peut s'exprimer exactement par aucune frac- 
tion , quelque grand que soit le dénominateur : c'est donc 
une quantité irrationnelle , mais d'une espèce différente 
de la racine quarrée ; car le plus souvent il est impossible 
4'exprimer l'une mt l'autre. ' 

i5i. On pourrait obtenir la, racine cubique appro-? 
chée , par le moyen des fractions ordinaires, en se ser-r 
yant d'un procédé analogue à celui que j'ai fait 
connaître , n° io3 , sur la racine quarrée, et trop facile 
£ imaginer pour que je m'y arrête , vu qu'il serait d'ait 
leurs peu commode. 

La meilleure manière d'employer les fractions ordi-? 
naires pour cette recherche , consiste à, extraire la racine 
en fractions d'une espèce donnée. Pour obtenir, par 
exemple , la racine cubique de o& , à moins d'un cin- 
quième d'unité , on observera que le cube de $ est ~? , et 
on réduira par conséquent 22 en 2f~ : la racine de 2760, 
étant prise en nombre entier, on aura V >, ou a ~ , pour 
celle de 22. 

3,5$. Le moyen le plus en usage pour extraire par 
approximation , la racine cubique d'un nombre, consiste 
à convertir ce nombre en fraction décimale , mais en. 
observant que ce ne peut être qu'en millièmes ou en 
millionièmes, etc.j parce que les dixièmes deviennent* 
des millièmes lorsqu'on les élève à la troisième puis- 
sance, les centièmes se changent en millionièmes, et 
^en général, le nombre des chiffres décimaux qui se 
trouvent au cube est triple de celui que contient la 
racine. H faut conclure de là qu'on doit mettre à la suite 
du nombre proposé , trois fois autant de zérqj qu'on. 
veut avoir de décimales à sa racine. On fera ensuite. 
l'extraction d'après les règles exposées dans ce qui pré"" 5 
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cède, et on séparera au résultat le nombre demandé de 
chiffres décimaux. 

S! on voulait avoir , par exemple , la racine cubique 
7 , à moins d'un centième près , on écrirait six 
zéro* a la suite de ce nombre, et on extrairait , d'après 
a règle, la raciue de 337000000. Voici l'opération ; 

597,000,000 688 



ai6 



3i 44 3s 



i58 7 a 



ia5 680,00 

3a5 660 673 

1 33 9 5a8 ' 

On séparerait ensuite deux chiffres décimaux sur la - 
flroite du résultat , et on aurait 6,88 ; mais il sera plus 
exact de prendre 6,8g , parce que le cube de «qâ^ernier 

inbre , quoique plus fort que 337 , en approche da- 
vantage que celui de 6,88. 

Si le nombre proposé contenait déjà des décimales, 
il faudrait , avant de commencer l' extraction , mettre à 
1 droite autant de zéros qu'il serait nécessaire pour 
rendre le nombre de chiffres décimaux multiple de 3. 
Soit, par exemple, 0,07, on écrira 0,070 : prenant la 
racine de 70 millièmes , on trouve 0,4. Pour pousser 
l'exactitude jusqu'aux centièmes , il faudrait mettre 
encore trois zéros de plus, ce qui Ferait 0,070000. La 
racine de 70000, extraite en nombres entiers, étant 4* , 
eelle de 0,07, à moins d'un centième près , serait o,4». 

i53. Après avoir fourni les moyen* d'extraire la ra- 
cine quarrée et la racine cubique des nombres, la for- 
mule du binôme conduit à un procédé analogue pour 
«bleuir ] a racine d'un degré quelconque ; mais avant 
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d'exposer ce procédé, je ferai quelques remarques sur 
l'extraction des racines dont l'exposant est un nombre 
qui a des diviseurs. 

L'extraction de la racine quatrième peut s'effectuer 
au moyen de deux extractions successives de .la racine 
quarrée, car en prenant d'abord la racine quarrée d'une 
quatrième puissance, de a*, par exemple, on tombe sur 
le quarré, ou a a , résultat dont la racine quarrée esta, 
ou la quantité cherchée. 

On verra de même que trois extractions successives 
de la racine quarrée équivalent à l'extraction de la ra- 
cine huitième, puisque la racine quarrée de a 8 esta 4 , 
que celle de a* est a 2 , et qu'enfin celle de a a ^est a. 

Il est évident de cette manière , que toute racine d'un 
degré marqué par quelqu'un des nombres 2, 4> 8, 16 , 
# 3fl, etc., c'est-à-dire par une puissance de 2, s'obtiendra 
par une suite' d'extractions de la racine quarrée. 

- Les racines dont les exposans, ne sont pas des nombres 
premiers , peuvent se ramener à d'autres d'un degré 
moins élevé ; la racine sixième , par exemple , s'obtiendra 
par une extraction de la racine quarrée suivie d'une 
extraction de la racine cubique. Pour s'en convaincre > 
il suffit d'observer qu'en opérant ainsi sur a 6 , on trouve 
d'abord a 3 , puis a \ on pourrait aussi prendre d'abord 
la racine cubique , ce qui donnerait a a , puis la racine 
quarrée, et on aurait a. 

i54- Je passe maintenant à la méthode générale, que 
j'appliquerai au cinquième degré. Sa marche sera plus 
facile à saisir sur un cas particulier; et en la rapprochant 
de celles que j'ai données pour l'e'xtraction de la racine 
quarrée et pour celle de la racine cubique , on verra 
•ans peine comment il faut opérer pour un degré quel-^ 
conclue. j ■ 
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Soit donc à extraire la racine cinquième de a3i 554007. 
J'observe d'abord que le plus petit nombre de a chiffres,' 
c est-à-dire 10, en a six à sa cinquième puissance, qui 
est 100000, et j'en conclus que la racine cinquième du 
nombre proposé a au moins deux chiffres : je pourrai 
donc représenter cette racine par a -f- b, a étant les 
dixaines , et b les unités; et le nombre proposé aura 
pour expression 

( a + b f — a s + 5a*b + ioa s b* + etc. 
Je ne développe point tous les termes de cette puissance, 
parce qu'il suffit de connaître la composition des deux 
premiers , ainsi qu'on va le voir. 

Cela posé , il est évident que g 5 ou la cinquième puis- 
sance des dixaines de cette racine , ne pouvant descendre 
au-dessous des centaines de mille , ne fait point partie 
des cinq premiers chiffres à droite; je sépare donc ces 
cinq chiifres. S'il en restait plus de cinq à gauche, je 
ferais à leur égard le même raisonnement que tout à 
l'heure ; et je séparerais ainsi le nombre proposé en 
tranches de cinq chifi'res , en allant de droite à gauche: 
la dernière de ces tranches vers la gauche contiendra 



is de l'ordre le plus élevé 



la cinquième puissance 1 
qui soit dans la racine. 

En formant les cinquièmes puis- _ _ -, 

sancesdesnonibresd'unseulchïffre, ' ' 

je reconnais que s5i5 tombe entre 102^ 
la cinquième puissance de 4, qui est 
1024, et celle de 5, qui est 3ia5. 



agi 5,4007 



Je prends donc 4 pour l es dixaines de la racine cher- 
chée ; et retranchant la cinquième puissance de ce nom- 
bre, ou 1024. de la première franche du nombre proposé, 
j'ai pour reste 1291 , à côté duquel je descends la tranche 
suivante. Le nombre qui en résulte doit contenir les 
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termes àVi -f- 1 oa 3 i a -J- etc. restant de ( a + b ) s , après 
qu'on en a retranché a a ; mais le plus élevé de ces termea 
est 5^5 , ou cinq fois la quatrième* puissance des dixainea 
multipliée par les unités , parce qu'il ne descend pas au--. 
dessous des dixaines de mille. Pour le considérer en par-* 
ticulier , on séparera les 4 derniers chiffres sur la droite , 
qui n'en font point partie , et le nombre i2oi5, restant 
à gauche, contiendra ce terme, plus les dixainesde mille 
provenant des termes qui le suivent. On voit donc qu'en 
divisant iGgi5par5o*, ou cinq fois l'a quatrième puis- 
sance des 4 dixaines trouvées, on ne parviendra qu'à 
-approcher des unités. La quatrième puissance de 4 est 
s56 ; son quintuple s'élève à 1280 ; divisant iagi5 par 
ia8o, on trouverait 10 pour quotient; mais on ne sau- 
rait mettre plus de g à la racine , et ii faut même , avant 
d'adopter ce chiffre , essayer si la racine 4f) qu'il donne, 
en le joignant aux 4 dixaines qu'on a déjà, ne produit 
pas une cinquième puissance plus forte que le nombre, 
proposé. On trouve de cette manière qu'il faut diminuer 
le nombre 49 de deux unités , et que la vraie racine est 
47 , avec un reste égal à 2209000 ; car la cinquième puis- 
sance de 47 est 22g345oo7 ; c'est-à-dire que la racine, 
exacte du nombre proposé tombe entre 47 et 48. 

S'il y avait une tranche de plus, on l'abaisserait pour 
la joindre au reste qu'a laissé dans ce cas la soustrac-» 
tion de la cinquième puissance , effectuée sur les deux 
premières tranches; on opérer-ajt sur le reste total 
Comme on a fait sur le précédent, et ainsi de suite. 

D'après ce qu'on vient de lire, il est facile d'étendre 
au cas actuel les règles données, tant pour extraire la 
racine quarrée et la racine cubique des fractions , que 
pour approcher des racines des puissance* imparfaites 
de ces degrés. 

l55- C'est par des procédés fondés sur les même*. 
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principes, qu'on parvient à extraire les racines des 
quantités littérales ; l'exemple suivant suffira pour mon- 
trer comment on doit s'y prendre dans un degré quel- 
conque. 

On a trouvé dans le n° 10 , la sixième puissance 
de 31 3 — 5a 3 ; jeteprends cette puissance pour en ex- 
traire la racine sixième , et pour cela je la dispose 
somme il suit : 






La quantité proposée étant ordonnée par rapport à x, 
«on premier terme doit être la sixième puissance du 
premier terme de la racine ordonnée de la même ma- 
nière ; prenant en conséquence la racine sixième de 
64^'* j suivant la règle du n° lag, on a ax 3 . 

En élevant ce résultat à la sixième puissance , et la 
soustrayant de la quantité proposée , le reste , qu'on 
obtient, commence nécessairement par le deuxième 
terme du développement de la sixième puissance des 
deux premiers termes de la racine. Or, dans l' ex- 
pression 

( a + b y m a e -f Sa* A -f etc., 

ce terme est le produit de six fois la cinquième puis- 
sance du premier terme de !a racine par le second ; et 
si on le divisait par Go à , le quotient serait le second 
terme b. 

Il faut donc former six fois la cinquième puissance 

Idu premier terme ar 3 de la racine , ce qui donnera 
6 X 3ax'* ou îoa*'*. 
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et diviser par cette quantité le terme — gGoo'aî 15 , cfuï 
commence le reste de l'opération précédente ; le 
quotient — 5a 3 est le second terme de la racine. 
Pour le vérifier , on élèverait à la sixième puissance , 
le binôme ax 3 — 5a 3 ; et le résultat donnerait la quan- 
tité proposée. 

Si la racine devait contenir un terme de plus , on 
trouverait après l'opération ci-dessus , un second reste 
qui commencerait par six fois le produit de la cin- 
quième puissance des deux premiers termes de la ra- 
cine , par le troisième , et qu'il faudrait par con- 
séquent diviser par 6(2x 3 — 5a 3 ) 5 : le quotient serait 
ce troisième terme de la racine ; et on le vérifierait en 
formant la sixième puissance des trois termes trouvés. 
On procéderait de même pour trouver tous les ter- 
mes suivans, en quelque nombre qu'ils fussent. 

Des équations à deux termes* 

i5S. Toute équation qui ne renferme qu'une seule 
' puissance de l'inconnue , combinée avec des quantités 
connues , peut toujours se réduire à deux termes , dont 
l'un est la réunion de tous ceux qui renferment Tin- 
connue, et l'autre comprend l'assemblage des quan- 
tités données : on l'a déjà vu pour le second degré , 
n° io5 , et il est facile de le concevoir pour un degré 
quelconque. 

Si on a par exemple Féquâtion 

a % j? — a h b % = Me 3 -f- acx* , « 

en passant tous les termes affectés de x dans un séril 
membre /on en déduira 

cfx 5 — acx 5 = b*<? -f- a 5 b % 

•n (a a — ac) x 5 = ¥c? -f a b b\ 

Si maintenant on représente les quantités. 
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ta — ac par /y, Me 3 + « 5 ^ a par 7 * 
1* équation précédente deviendra 

et en dégageant la quantité oc 5 , on aura 

s* — 1 
d'où Ton conclura 



9 
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En général, toute équation à deux termes étant ra- 
menée à la forme 

px* 1 = q , 
donne alors 

x* = -: 
P 

et prenant la racine du degré m de chaque membre, 
on a ♦ 

.m 



1/ 



457. Il faut observer que si l'exposant m est un 
nombre impair , le radical n'aura qu'un seul signe, 
qui sera celui de la quantité qu'il affecte (i3i). 

Quand l'exposant m sera pair, le radical aura le 
double signe ± ; il sera alors imaginaire si la quan- 

tité - est négative , et la question sera absurde , comme 

pour le second degré (i3i). 
Voici quelques exemples. 
L'équation 3?=; — ioa4 donne 
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♦ rr= k' — 1024= — 4* 
parce que l'exposant 5 est impair* 
L'équation x* = 6a5 donne 

tf=:± k"ta5=:±5, 
parce que l'exposant 4 est pair. 

Enfin , l'équation ir*= — 1G donnant 

ne conduit qu'à des valeurs imaginaires, parée cftte 
l'exposant 4 étant pair, la quantité placée sous le ta-* 
dical est négative, 

i58. Avant d'aller plus loin , je ferai connaître 
Un fait analytique qui sera très utile, tant poitf 
la suite de cet ouvrage que pour son Complément, 
et qui est par lui-même assez remarquable : c'est que) 
toutes les expressions x-— a 9 x*—a* , x 3 — c? f et eii 
général xP—^a? 1 (m. étant un nombre entier positif 
quelconque ) , ïont exactement divisibles par or—- a* 
La chose est évidente pour la première \ on sait que la 

seconde 

• 

x* — a* = (x + a) (* — a) (34), 

et par la division, on décomposerait facilement les 
autres. En divisant de même x* —a 1 * par x — a, ou 
trouverait pour quotient 

l'exposent de x diminuant toujours de l'unité, et celui 
dé a augmentant pareillement; mais ag lieu de suivre 
le détail de cette opération , je poserai sur-le- 
champ l'équation 
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qu'on peut vériGer, en multipliant le second mem- 
bre par x, — a. Il devient alors 

x-+ax m - , -f-aV-' +o m -*x t +a m - t x 

—ax"- 1 — u'-c"-*— a?x*>- 3 — a-^'x—a"; 

tous les termes de ta première ligne , à partir du second, 
itant les mêmes, au signe près , que ceux qui précèdent 
le dernier de là ,seconde ligne , il reste_ seulement , 
après la réduction , x m — a m ; c'est-à-dire le dividende 

Il faut observer qu'à la suite du terme a\c™— ■ vient 
nécessairement, dans la ligne supérieure, le terme 
flftc*""*, qui se trouve détruit par son correspondant in- 
férieur ; et que de même, dans la ligne inférieure, 
on trouve , avant le' terme a m ~ 'x, un terme — a™~ *x* , 
qui détruit son correspondant supérieur. Ces termes 
ne sont point écrits , parce qu'ils sont censés compris 
dans la lacune indiquée par les points. 

i5o, Ceci conduit à des conséquences fort impor- 
tantes , relativement à l'équation à deux termei 

~ P 

En désignant par a le nombre qu'on obtient par 
l'extraction immédiate de la racine, opérée d'apré» 
les règles du n° i54, on a 



et transposant le second membre dans le premier , 
il vient 



I,a quantité x m — a m se divise par x 
le numéro précédent, 




édition 
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ce dernier résultat, qui s'évanouit lorsque x—a t de- 
viendrait également nul si l'on avait 

x m ~ l 4- ox m ~* . . . „ . -f a™*"** + a" 1 -" 1 = o (i îG) ; - 

et s'il existait par conséquent une valeur de x qur sa- 
tisfît à cette dernière équation , elle satisferait égale- 
ment *à la proposée. 

Ces valeurs, ont avec l'unité, des relations fort sim- 
ples, que l'on découvrira en faisant x=.ay ; par là l'é- 
quation ;c m — a m -=LQ deviendra 

a vym — a m =0 0U^ m — 1 = O , 

et on obtiendra les valeurs de x en multipliant celles 
dey par le nombre a. 

L'équation y m — 1=6. donne en premier lieu 



m 



puis * en divisant y m — ipàrj»— 'i, il vient < 

.■'•»'• * ' • - , 

et ce quotient étant égalé à zéro , est l'équation d'où 

dépendent les autres valeurs dey, qui auront, aussi 

bien que l'unité, la propriété de satisfaire à l'équation 

■ " jf m — 1 = o ou y m = 1 , 

c'est-à-dire que leur puissance du degré m^era l'unité. 

De là résulte cette conséquence , singulière au pre- 
mier coup-d'œil , que l'unité peut avoir plusieurs ra- 
cines autres qu'elle-même. 

Ces racines , qui sont imaginaires , sont malgré cela 
d'un fréquent usage dans l'analyse; mais je ne peux 
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qui les donne. 

Soit v x°. m=a, on 4 ; 

tfr- i—o> 
4'où on tife 

y— +'*>■ y—- 1 **- -v : 

af. En faisant m=3; il vient ^ 

jf — 1=0, 
d'où on tire 

y = i, 

puis y* +y -f- î = o. 

Cette dernière équation étant résolue , donne 

y — a > y — a 

ainsi on a pour ce degré > les trois racines - 

y=^>y^ tr — > y — * 

Les deux dernières sont imaginaires; mais si on en fait 
le cube, en formant, d'après Je n°34> celui du munérar 
leur , et si on observe que le quarré de l/— 3 étant— 3 # 
iibn cube est — 3 \/^-3, on trouvera encore j^=i, 
comme par la racine y==i. 
3°. Prenant m=4 . on a 

. i i ■ i - 

... . ; # y*-i = o, 

d'où on déduit 

.puis _y»+y-j-y + i=so; 

ce qui revient à 

»t d'où 1 jon. tire 

• i5.; 



i L £ JK X M» 

équations qui donnent 

les quatre racines de la proposée sont donc 



y = + i,y = —i 



= + )/- 



y~-V^ 



De c*s quatre ■valeurs , deux seulement sont réelles 
les deux autres imaginaires. « 
On les trouve aussi en observant que 



d'o 



y— t=(y— Oty. 

il résulte successivement 



Cette -multiplie i té de racines de l'unité tient à une loi 
générale des équations, d'après laquelle une inconnue 
admet autant de valeurs qu'il y a d'unités dans l'ex- 
posant du degré de l'équation qui la détermine; et 
quand la question ne comporte pas ce nombre de so- 
lutions réelles, il est complété par des symboles pu- 
rement algébriques , qui, se Trouvant soumis aux opé- 
rations indiquées dans l'équation, la vérifient. 

Il suit de là que les racines des sombres ont ck-ux 
espèces d'expressions ou de valeurs ; la première, quç 
j'appellerai détermination arithmétique, est le nom- 
bre qu'on trouve par les procédés exposés dans le n" i54, 
et qui est unique pour chaque cas particulier ; la seconde 
comprend les valeurs négative» et les expressions imagi- 
naires , que je désignerai sous le nom de Séterm'matihni 
algébriques , parce qu Viles ne doivent leur existence 
qu'à la combinaison des signes de l'Algèbre. 

Des équations qui peuvent se résoudre comme celles 

du second degré. 

1G0. Le caractère de ces équations consiste en e* 

qu'elles pe contiennent que déùic puissances différentes 
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de l'inconnue , et que l'exposant de lu 



ï est double de 
«lui de l'autre ; leur formule générale est 

3 fit q étant dei quantités connues. 

Si l'on prend d" abord *"■ pour l'inconnue ^ ou que 
l'on fasse x"=u, on aura 

d'où 

i$ + pu.~(f t 

u = — \p± ^+ïP' (109): 

remettant x" pour u , il viendra 

équation à deux termes , puisque l'expression 

-i P ± S/i +ip, 
î renfermant que des opérations connues, à effectuer 
sur des quantités données , doit être regardée comme 
représentant des quantités connues. 

Eo désignant par a et para', les deux valeurs de cette 
expression, on aura 

d'où l'on tirera 

x = t/â et x — l/ôT 
Si l'exposant m était pair , au lieu des deux valeurs 
ci-dessui ,* on en aurait quatre , puisque chaque ra- 
dical serait susceptible du signe ±1 : il viendrait 

x=—)/Z, x=— y^-, 

et ces quatre valeurs seraient réelles si les quantités a 
et a' étaient positives. 
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Toutes les valeurs de x seront, comprises dans une 
seule formule, en indiquant immédiatement là racine 
des deux membres de l'équation • 

*» = — ip± \/ q + ip* 9 
ce qui donnera 



*=|/"— {p±\/q + \p\ 

• * 

La question suivante conduit à une équation de ce 



genre. 



>■«.*. ^ 



161. Décomposer le nombre 6 en deux facteurs > tels 
que la somme de leurs' cubes soit 35. 

* » - • • " -• • -» ç 

Soit x |*un de ces facteurs ,. l'aulye <#era -, et on aura, 



x 
ai6 



par la somme de leurs cubes—a^, et --3-, l'équation 



■ •} ' ••!» '""t^ : "^5" " " ' *^^> ' 



I . . ■ . f ■ 



qui revient à 



« *J - 1 ' * i. • M /» 



eu à x 6 — 553?=: — 216. 

Si Ton regarde x 3 comme l'inconnue , on obtiendra, 
par la règle des équations du second degré, 

x*^à± / V(y.ylî2iè. 

t t . V 

• • < / l • * 1 • **.'■•» . • . il' 1 •■' » v « .:.■ 

En effectuant les calculs numériques mdiqués,. on. 
trouvera 



4 ' 



^I5y _ i»»5 



» . » . j 



et par conséquent 

XT — T"T"T — T — a 7* 



• •■•Ht .«•» ?&» m< — 2-1 -Li3L i4> « t .m *fc -l ..•■./•ri 



£ 
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d'où 

• 3 

a;=V 2 7= 3 > 

3 

x= V^8 = 2. 

La première valeur donne pour le second facteur f ou 2, 
tandis que la deuxième valeur conduit à | ou 3; on a 
donc dans un cas 3 et a pour les facteurs cherchés , et 
dans F autres et 3. Ces deux solutions ne diffèrent ainsi 
que par un changement d'ordre dans les facteurs du 
nombre donné 6. 

162. Les équations que je Viens de considérer, sont 
également comprises dans la loi générale énoncée 

* mm 

n° 159; car il faut multiplier les valeurs de \Za, \/a f y 
par les racines de l'unité , dans le degré m. 

En appliquant cette considération à l'équation 

a 6 — 35j? = — 216 , 
on lui trouvera les six racines suivantes : ' 

x = 1 X 3 ,. x = 1 X a , 

— i.-f. yC2 _!4.^ 
*= ^ * 3 ' x ^ T , Xa< 

x = -~ï x3, is a ! 1 x a, 

• ' - * 

dont les deux premières sont les seules réelles. 

# ■ • • » 

Du calcul des radicaux. 



iG3. Xe grand nombre de cas dans lesquels on ne peut 
extraire exactement les racipesy et la longueur de ^opé- 
ration nécessaire pour les obtenir par approximation , a 
conduit les algébristes à tâcher d'effectuer immédiate- 
ment sur les quantités soumises aux signes radicaux, les 
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opérations fondamentales indiquées sur leurs racines', et 
d'en simplifier autant qu'il ét^t possible les résultats , de 
manière à renvoyer à la fin du calcul l'opération la plus 
compliquée, c'est-à-dire, l'extraction, pour n'avoir à la 
pratiquer que sur les plus petits nombres ou les expres- 
sions les plus simples que puissent comporter les ques- 
tions proposées. 

L'addition et la soustraction des quantités radicales 
dissemblables ne peuvent que s'indiquer pcr les signes 
-f- et -">. Par exemple , les sommes 

les différences 

3 _ » 3 3 • 

Va— }/a x y/i*-yi B 

ne sont pas susceptibles d'une autre expression. 
Il n'en serait pas de même de la quantité 

4a y/HF-j- t/ï65$— gV'sûHr,, ... , 

parce que les radicaux qui la composent peuvent devenir 
semblables, au moyen de la simplification indiquée dans 
le n* i36. On observerait d'abord que 



yi6a*è = V8a 3 .2* ou 
ylïaFB = )/ oTTaî ou 



9 

3 



il viendrait 



4a v/âî + aaV^i— — t V^>1 

■ a>A ... ., - ~ 



«t en réduisant , on obtiendrait 

Sac A— r 



Q.*Vfâ~ïjrY*l> ou (M— 5c)Jy^5. 
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164* A l'égard des autres opérations, le calcul des 
radicaux repose sur ce principe déjà cité ; Si l'on élève 
les dijférens facteurs d'un produit à une même puis— 
* sance, le produit sera élevé à cette puissance. D'un 
autre côté , il est visible qu'on élève une quantité radi- 
cale à la puissance du même exposant que ce radical , 

en le supprimant. Par exemple , |/û élevée à la sep- 
tième puissance, est a seulemart, puisque cette opéra- 

tion, inverse de celle qu'indique le signe |/ , ne fait que 
ramener à son premier état la* quantité a. 

Cela posé, si, par exemple, dans l'expression 

on supprime les radicaux, le résultat àb sera la sep- 
tième puissance du produit indiqué plus . haut ; et pre- 
nant la racine septième , on en conclura 

7 _ 7 . 7 

]/a>CVb=Vtib. 

Ce raisonnement , qu'on peut appliquer à tout autre 
cas, montre que, pour multiplier- deux expressions fa- 
dicales, du même degré , il faut faire le produit des quan- 
tités soumises aux radicaux > et l'affecter d'un radicçl 
du même degré. ■ 

Au moyen de cette règle, on a 
3 \/2a^X7\/^^M=^uy r icu^b^e = 

4V / cw5ï"; 



s ■ • - «S * 



•• ""• ' ^ J • 4 



*! 
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= K -ïîEîî-x— ^ 



+P5 






3û 6 — À* 



à cause que 

l65. Si Von considère que la septième puissance de 
l'expression ~- , par exemple, estr, on conclura en 

VI b 

prenant la racine septième de ce dernier résultat, que 

d'où il suit que, pour diviser l'une par l'autre deux 
quantités radicales du même degré , il faut prendre le 
quotient des quantités soumises aux radicaux, et l'affec- 
ter d'un radical du même degré. 
On trouve par cette règle, que 

VU! _ | /Ç7l ,,-r 

V*-* _ I !/ ^T ,/— -, 
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i65. Il suit de ^■ègle de ia multiplication des radi- 
cauxdu même degre, donnée dans le n° id'4, que, pour 
élever une quantité radicale à une puissance quelconque, 
il suffit d'élever à cette puissance la quantité soumise au 
radical, et d'affecter de ce même radical le résultat ; 

car, par exemple, élever ^/aiàlatroisièmepuissance, 
c'est effectuer le produit 

et comme les radicaux sont du même degré, il faut (164) 
multiplier entre elles les quantités qu'ils affectent, pui» 
poser le radical sur le produit , ce qui donne 

De même, l/a" b 3 élevé à la puissance quatrième , 
donne )/ a* £'", qui se réduit à 

ab\/aT i , 
en décomposant a 8 b" en a 7 b 1 X °b h , et prenant la racine 
du facteur a? A' (i3o). 

Il est à propos de remarquer aussi que lorsque l'expo- 
sant du radical est divisible par celui de lu puissanceà 
laquelle an élève laquantité proposée, l'opération s'ef- 
fectue en divisant le premier exposant par le second. Par 
exemple , 

parce que £ = 3. 

En effet, \/a désigne unei quantité qui est sixfois fac- 
teur dansa, et la quantité y a, qu'on obtient en divisant 
l'exposant S par 2j n'étant plus que trois fois facteur 
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dans a , équivaut par conséquenr^u produit de deux 
des premiers facteurs; elle est donc la seconde puis- 
sance de l'un de ces facteurs, ou de \/ a. 

Le même raisonnement s'appliquerait à l'exemple ci- 
dessous, et à tout autre : 



(i/?ï)'=i>?i. 



167. En renversant les règles de l'article précédent , 
«m obtient celles qu'il faut suivre dans l'extraction de» 
racines desquantités radicales. 

On voit d'abord, par la première, que, si les 
exposons des quantités soumises au radical sont divi- 
sibles par celui de la racine qu'on vvit extraire, l'opé- 
ration s'effectuera commes'iln'y avait point deradical- 
et l'on affectera du radical primitif le résultat. 

On trouve, par exemple, que 

V y'aJlfi == V V~aJb* — V^âV- 

De la seconde règle du numéro précédent, on conclut 
que l'extraction de la racine des quantités radicales 
s'indique en général , en multipliant l'exposant du ra- 
dical par celui de la racine qu'on veut extraire. 

Par cette dernière règle, on trouve que 



V t/a*=: C'a*. 



En efFetj y^a* est une q^ntité qui est cinq fois fac- 
teur dans a* (24, 12g); mais la racine cubique de y a* r 
devant être anssi trois fois facteur dans «ette dernier» 
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trriantité , ae trouvera 5x3 fois ou 1 5 fois facteur dans 

la première a* : donc y y'a*—^ \/q*. Ou prouve- 



rait de r 



e que V y* a 



= V'a*. 



168. Pnisqu'en multipliant l'exposant d'une quantité 
eoumise à un radical , par un nombre ( 1 66 ) , on élève 
à la puissance marquée par ce uombre , la racine indi- 
quée, et qu'en multipliant aussi par le même nombre, 
l'exposant du radical (167) , on tire du résultat une ra- 
cine du degré égala celui de la puissance qu'on a formée, 
H s'ensuit que cette seconde opération ramène à son 
premier état la quantité proposée. 

L'expression y' a; 1 , par exemple, peut se changer en 

ya" t qui s'.ibtient eu multipliant^ar 7 les exposans 5 
et 3; car multiplier par 7 l'exposant de a 3 , c'est former, 

parle radical y a? 1 , la septième puissance du radical pro- 
posé , et multiplier par ^'exposant 5 du radical y'a" , 
c'est prendre la racine septième du résultat, opération 
mif détruit l'effet de la première. 

16g. Par cette double opération , on ramène au môme 
tîegrt un nombre quehonque de radicaux de degrés 
differens , en multipliant à la fois l'exposant de chaque 
radical et ceux des quantités qu'il affecte, par le pro- 
duit des exposant de tous Us autres radicaux. L'iden- 
tité des nouveaux exposans des radicaux est évidente 
par elle-même, puisqu'ils sont formés du produit de 
tous les exposans des radicaux primitifs ; et d'après ce 
qui précède, chaque quantité radicale n'a pas changé 
de valeur. 

On transforme ■par >c*e règle , 
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lorsqu'on revient sur ses pan, d'en prendre une autre. Ce 
tas est évidemment celui de l'expression j/ — aXl/ — a '■ 
on sait alors que la quantité a', comprise sous le radical 
V^ô* vient de.— a multiplié par — a, l'ambiguité cesse 
donc ; et quand on revient à la racine, il Faut mettre — a. 

Le même embarras aurait lieu aussi pour le produit 
Y «Xl/«,sil'pn n'était pas conduit, parce qu'il n'y a 
aucun Hg«e — dans l' expression , à prendre immédiate- 
ment la valeur positive de V n*. Il faudrait faire attention 
que, dans ce cas , a' venant de + a multiplié par -f- a , 
sa racine doit être nécessairement -f- a. 

Ces raîsonnemens ne laissant aucun nuage sur le cas 
particulier qu'on vient de considérer ; maïs il y en a 
d'autres qui ne peuvent s'expliquer clairement que par 
les propriétés des équations à deux termes. 

173. Si parexemple on demandait leproduitl/nK — 1 , 
«a réduisant le second radical au même degré que le 
premier ( 16g ) , On aurait 

i/ôxi/(— 0-— iAx v"f\=y'Z, 

résultat réel , quoiqu'il soit bien évident que la quaolité 

réelle ya t multipliée par la quantité imaginaire y' — 1 , 
doive donnerunproduitimaginaire.il ne Faut pas croire 

cependant que l'expression y a soit tout-à-fait fausse , 
mais seulement qu'on la prend alors dans un sens trop 
particulier. 

En effet, \/d, considérée algébriquement, étant 
l'expression de l'inconnue x , dans l'équation à deux 



«(susceptible de quatre déterminations di[Téreiite5(i5<}); 
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car si on fait a =**; en représentant par ce la valeur nu- 

4 - 
mérique de ya } abstraction faite de son signe , ou la 

détermination arithmétique de cette quantité , on aura 

les quatre valeurs 

• 
dont la troisième est précisément le produit proposé. 

Avec un peu d'attention , on reconnaît aisément la 
cause de l'ambiguïté qu'on vient de remarquer. La se- 
conde puissance + 1 de la quantité — 1 placée sous le 
radical quarré , pouvant venir aussi bien de -f- 1 X -f- 1 » 

que de — 1 X — 1 > on introduit dans la quantité l/ 1 deux 
déterminations qui ne se trouvaient pas dans l/— 1 . 
En général, la manière dont on a trouvé la règle* qui 



m n 



sert à former le produit |/aXl/*> revient à élever 
ce produit à la puissance mn ; car si on l'avait repré- 
senté par z, ou qu'on eût fait 



m 



en élevant d'abord à la puissance m, on aurait eu 



a\/b™=:z m 



puis élevant encore à la puissance n, il serait venu 

a n b m = z mn . 

Ce produit n'étant donc connu que par sa puissance 
du degré mn > ou par une équation de ce degré à deux 
termes , doit avoir mn déterminations ( 1 5$ ) ; et on le 
conçoit aisément lorsqu'on fait attention que les exprès- 



m 



sions \/a et . \/b , n'étant autre chose que les valeurs 
Elém. d'Algèbre. 12 e édition. 16 
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des inconnues x et y , dans les équations à deux termet 

x™ — a = o, y n — b = o, 

et par conséquent susceptibles de m et de n détermi- 
nations , on pourra , en combinant chacune des Vn déter- 
minations dç. x avec chacune des n déterminations dey, 
obtenir mn déterminations du produit demandé. 

Quand il s'agit de quantités réelles , le choix n'est 
pas embarrassant, parce que le nombre de détermi- 
nations de cette espèce ne surpasse jamais deux (167), 
qui rie diffèrent que par le signe. 

174. En faisant usage de la transformation du n° 159 , 
on fait tomber toute la difficulté sur les racines de -f- 1 , 
ou de — 1 ; car si on pose x = aX eXy = $u , «et /3 désignant 



m 



les déterminations numériques de {/a , \Zo, sans égard 
au signe, les équations 

x m zç:a—o i y B qz£=o, 
deviennent 

i m q:i=o, u n zp 1=0, 

et on en tire l'expression 



m n m 



dans laquelle «j3 représente le produit des nombres 



m 



V'a, \/b , ou la détermination arithmétique de la racine 
du degré mn du nombre a n b m . 

Quand on voudra particulariser le produit des radi- 



m 



eaux \/dza , \Zdoi , par une détermination spéciale 
de ces radicaux , il faudra trouver , d'après les équa- 
tions 
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les diverses expressions de |/zbi , V^— 1 > ct l es com- 
biner convenablement. 

Au reste , ces opérations ne se présentent guère que 
pour quelques cas fort simples, dont voici les principaux : 

^V^x/^^v/âxv'Kv^Xi/^); 

je supprime le radical de j/ — 1 , et j'obtiens 

y/Z^ x V— * = v/ûî X — 1 =— V^b ' 

a °- v^ x V—k = ^ ( i/^O* i 

je ne multiptie point ici — 1 par — 1 , parce que je 

tomberais sur l'ambiguïté remarquée dans le n° 173; 

mais j'observe que le quarré de la racine quatrième 

n'est autre chose que la racine quarrée , et il vient 

alors 

444 

\/^l X l/—b = )/a~b X l/^: 
3°. V— flX y — b= ]/âb X ( \/—i y = yab X {/— 1 

6 ' 6 

= yab x — 1 =— Vob. 

On trouverait ainsi àpe résultats alternativement réel* 
et imaginaires. 

Du calcul des exposons fractionnaires. 

175. Lorsqu'on remplace les radicaux par les expo* 
sans fractionnaires qui leur correspondent (i3a), l'ap- 
plication immédiate des règles des expo sans, fournit les 
mêmes résultats que les procédés usités dans le calcul 
des radicaux. 

En effet , si l'on transforme , par exemple , 

y"aW% {/a 1 ? 

16.. 
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i. i 3 a 

en a s b s , a' c 1 , 

on aura 

piiis en observant que f r= i -f- J. , que par conséquent 



19 9 



et que a' 6* c $ équivaut à [/ab*c* , il viendra 

» i * 

résultat non-seulement exact , mais encore réduit £ sa 
plus simple expression.' 



m 



Soit l'exemple général ^àPb* X V^ rc *> ^ es ra * 
dicaux proposés se transformeront en 

£ I IL 

a m b m , b n c H , 

et il viendra, suivant les règles des exposans (a5), 

L L li L ±+l i 
a m i m X b n c n =a m b m n c n . 

Si maintenant on veut effectuer J' addition des fractions 
— ,-, il faut les réduire au même dénominateur; 
et afin de donner de l'uniformité aux résultats , il faut 

J3 S 

en faire autant sur les fractions—, -: on obtient par ce 

m n 

moyen 

np nq+mr tn's 

a mn b mn c mn : 
et passant aux radicaux, on a 

m » nm 

V^oTb* X V& c$ ^ ^a a Pb a rt mr c? u . 
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176. La division s'effectue aussi simplement : on a , 
par exemple , 

> — —± — T" — "~~4 I~T v 00 /> 

ce qui se réduit à 



JE i * 



et en passant aux radicaux, on a 

5 






On a en général , 



V/a?A* a m &"* a OT 6 m ■ 



* 



n r # ./ 

et en réduisant au même dénominateur les exposant 
fractionnaires , pour effectuer la soustraction indiquée , 
on trouve 

m . np nq—mr mn 

l/a? b* a™ b mn I y/ / a n ?b a i- nr 



=l/£ 






|/i r V c m,t 

Il est aisé de voir que la réduction des expos.ans frac» 
tionnaires au même dénominateur , remplace ici la ré- 
duction des radicaux au même degré , et conduit pré* 
cisément aux mêmes résultats ( 171 ). 

177, Il est tout aussi évident , par la. règle du n° 127 > 



L 




et par celle du n° 129, que 

Le calcul des exposans fractionnaires est un dei 
Exemples les plus remarquables de l'utilité des signes, 
lorsqu'ils sont bien choisis. L'analogie qui régne entre 
les exposans fractionnaires et ceux qui sont entiers, rend 
les règles qu'if faut suivre dans le calcul de ceux-ci , 
applicables à celui des autres , tandis qu'il a fallu de* 
raisonnemens particuliers pour découvrir les règles du. 
calcul des radicaux , parce que le signe l/ , qui lei 
exprime , n'a aucune liaison avec l'opération qui les en- 
gendre. Plus on avance dans l'Algèbre, et plus on recon- 
naît les nombreux avantages qu'a produits dans cette 
science lanotation des exposans, imaginée par Descartes. 

Théorie générale des Equations. 

178. Les équations du premier et du second degré 
sont, à proprement parler, les seules dont on ait une 
solution complète ; mais on a découvert, aux équation» 
de degré quelconque , des propriétés générales qui con- 
duisent à les résoudre lorsqu'elles sont numériques, et 
qui offrent de nombreuses conséquences pour les par- 
ties plus élevées de l'Algèbre. Ces propriétés tiennent à 
une forme particulière sous laquelle toute équation peut 
se mettre. 

En la supposant aussi générale qu'elle peut l'être , 
pour un degré quelconque , une équation doit renfermer 
toutes les puissances de l'inconnue, depuis celle de ce 
degré , jusqu'à la première inclusivement , multipliés» 
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chacune par des quantités connues , et en outre un 
terme tout connu. 

L'équation générale du cinquième degré , par exem- 
ple , contiendra toutes les puissances de l'inconnue , 
depuis la première jusqu'à la cinquième inclusivement ; 
et s'il y a plusieurs termes affectés de la même puis- 
sance de l'inconnue , il faudra les concevoir réunis en 
un seul , comme on l'a fait pour les équations du second 
degré'dans le n° 108. Ensuite on passera, ainsi qu'on l'a 
fait dans ce numéro , tous les termes de l'équation dans 
un seul membre ; l'autre sera nécessairement égal à zéro ; 
et on rendra le premier terme positif en changeant , s'il 
le faut , tous les signes de l'équation. 

On aura par ce moyen une expression semblable à 
la suivante , 

nx 5 + px& + qx 3 •+• rx a + sx -+■ 1= o , 

dans laquelle il faut bien observer que les lettres n, p % 
q , r, s, t 9 peuvent représenter des nombres négatifs 
aussi bien que des nombres positifs ; puis divisant tout 
par n , afin de ne laisser au premier terme que l'unité 
pour coefficient , et faisant 

e=P, 2 =ç> ' =R> i =s> i=r, 

n n n 11 n 

. il viendra 

x 5 + Px*+ Qx 3 +Rx* + Sx+ T=o. 

Dorénavant je supposerai qu'on ait toujours pré- 
paré les équations ainsi que je viens de le faire, et 
je représenterai l'équation générale d'un degré quel- 
conque par 

x a + Px n - 1 + Car*-* + Tx + U= o. 

La lacune indiquée par les points se remplit lorsqu'on 
donne à l'exposant n une valeur particulière. 

ïoute quantité ou toute expression, soit réelle , soit 
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imaginaire , qui , mise à la place de l'inconnue x dans 
une équation préparée comme ci-dessus, en rend le 
premier membre égal à zéro , et par conséquent satis- 
fait à la question , se nomme la racine de l'équation pro- 
posée; mais comme il ne s'agit pas ici de puissances, 
cette acception est plus générale que celle que j'ai 
donnée jusqu'à présent au mot racine (go, 129). 

179. Voici une proposition analogue à celles des nu- 
méros 1 16 et i5$ , et que l'on doit regarder comme fon- 
damentale. 

La racine d'une équation quelconque 

x n + Px*- 1 + Qx M +Tx + U = o , 

étant représentée par a.,le premier membre de cette équar 
tion se divise exactement par le binôme x — a. 

En effet, puisque a est une valeur de a?, on a néces- 
sairement , 

a n -r-Pa*- 1 + QaPr* + Ta+ U = o, 

et par conséquent 

Z7=— a 11 — Pa*~ l — Qa n ~* — Ta; 

en sorte que l'équation proposée est identiquement la 
même que 

x n +Px n " 1 + Qx n ~* + Tx > '__ 

— a n — Pa n ~ l — Ça»-* — Ta J ~°' 

1 

et revient à 

+ T(x— a) J 

Les quantités 
x n — a n ^ x ii-i — a n ~ x > x n ~* — a*-*, x — a, 

étant toutes divisibles par x — a ( 1 58 ) , il est évident 
que le premier membre de l'équation proposée aura tous 
ses termes divisibles par cette quantité, et sera par eoa- 



x n _ a n + p (x»- 1 — a»- 1 ) + Q (x n ~ % — a"^ a ) v _ 
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séquent divisible par x — a, comme le porte l'énoncé 
de la proposition (*). 

180. Pour former le quotient, il n'y a qu'à substituer 
au lieu des quantités x 

x n — a*, x*- 1 — a"- 1 , a?"-* — a"-% x — a, 

les quotiens quelles donnent, lorsqu'on les divise par 
x ~ a, et qui sont respectivement 

x*- 1 + or»-* + a*x n ~* +a B "S 

x"-*'-}- or*-" 3 +<*""-*> 

x""" 3 + a n ~ 3 , 

En ordonnant le résultat par rapport aux puissances 
de x , on trouvera 

x""" 1 + ax" - * + a a x n - 3 + a"-" 1 

4- Px n ~ % -f Pcx*" 3 + Pa**""* 

-f Qx tt - 3 -f-Qa*- 3 

+ *'" 

(*) D'Alembert prouve la même proposition , ainsi qu'il suit. 

Si Ton conçoit que le premier membre de l'équation proposée soit 
divisé par ar— a , et que l'opération ait été poussée jusqu'à ce qu'on 
ait épuisé tous les termes affectés de x , le reste , s'il y en a un , ne 
pourra contenir x. En le représentant par R , et nommant Q le quo- 
tient quelconque auquel on sera parvenu , on aura nécessairement 

as n + Px»~* -f etc. = Ç (* — û)-f-R. 

Or , lorsqu'à la place de » on substitue a , le premier membre s'a- 
néantit , puisque a est la valeur de * ; le terme Q (x —a) s'anéantit 
aussi , à cause du facteur a?— a qui devient zéro : on doit donc avoir 
Jl^zo, et cela, indépendamment de la substitution $ car ce reste ne 
contenant pas x , la substitution ne peut s'y effectuer , et il conserve 
après , la valeur qu'il avait auparavant. 

Il suit de là que , dans tous les cas , R = o , et que par conséquent 

x n •+• P x*-* -f. Q a»-* , etc, 
m% divisible exactement par *— 0. 



zSo û l à m e n a 

]8i. Il est visible , d'après les seules règles d* U di- 
vision, que le premier membre de l'équation 

x* -f- Px H — -f- Qx"~* + etc. = o , 
étant divisé par x — a, donnera un quotient de la forme 

x--' -f- P'x»-* ■+■ Ç'cc"- 3 + etc. , 
P", Q', etc., désignant des quantités connues, différentes 
de P, Ç, etc., on aura donc 

*" + Px— » + erc. = ( ;e — a)^-' + P'x"-' + ^c.y, 
et suivant l'observation du numéro 1 16 , l'équation pro- 
posée se vérifiera de deux manières, savoir, en faisant 
x — a = o ou x*-' + P'x"" 1 + etc. 1 
Sr maintenant l'équation 

x—' -4- P'x" - * + etc. sa o 
a une racine 5 , son premier membre sera divisible par 
a.- — A; on aura en. 
x'-'+P'x^.+ eU 
et par conséquent 

af+Px^+çtc — (x-aXx-b^)(x"-' , +P"x n - 3 +etc.■)■ 
l'équation proposée pourra donc ae vérifier de trois 
manières, savoir, en faisant 

x—a=o, cmx—b—o, ou x^+PV—'-f-etc: 
Si la dernière de ces équations a une racine c , son pre' 
* mier membre se décomposera encore en deux facteurs , 
x — c, x'" -3 -r-P'*x' ,- *-r-et.c.:^o, 
it l'on aura 

a;" -f- Pi"" + etc. 
m (x-a) (x— 6) (.r-r) (x"~ 3 + P-jc-4 -f etc. ) ; 
d'où l'on voit que l'équation proposée pourra se vérifier 
de quatre manières, savoir, en faisant 

-6=o, x— c=o, x'-s-f- P" X"- + + etc.= 



= (x— i) (x"- 1 + P"x"- 3 +etc), 



savoir, en faisant 
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n continuant de raisonner ainsi, on obtiendra suc- 
cessivement des facteurs des degrés 

n — 4, h — 5, n — 6, etc.; 

i chacun de ces facteurs, égalé à zéro, est sus- 
ceptible d'une racine, le prejuier membre de l'équation 
proposée sera ramené à la forme 

t*—«) c*-« t*-o i*—<n c«-o. 

c'est-à-dire décomposé en autant de facteurs du premier 
degré qu'il y a d'unilés dans l'exposant n de son degré. 
L'équation 

x" + iV— 1 + etc. = o, 
pourra donc se vérifier de n 

i, ou x — }n=o, ou 
iu enfin x — /=o. 

Il faut bien remarquer que ces équations rie doivent 
être regardées comme vraies qu'alternativement, et qu'on 
tomberait dans des contradictions manifestes , si l'on 
supposait qu'elles aient lieu en même temps. En effet , 
de x — a = o , on tïre x == a , tandis que x — b r= o 
induit àx- = i, conséquence? qui ne peuvent s' accor- 
der lorsque g et i sont des quantités inégales. 

182. Le premier membre de l'équation proposée, 
x- + Px*~> + etc. ae o , 
étant décomposé en n facteurs du premier degré , 

a: — a, x — b, x — c, x — d, x — l, 

e saurait être divisible par aucune autre expression de 
ce degré. En effet, si la division, par un binôme x — ■ «, 
différent des premiers , était possible , on aurait 
«"-j-Pa;— ' + etc. = (x— «) (x"— +px"— +etc.) 
•t par conséquent 

(*_„) (x-i) (a.— c) (i-fl (x-0 



=(x— <t) (x—'+px n - 



=■>; 



or, 



changeant x en 



il vient 

- C ) (cL-d).. 



= ( a — a ) ( *— ' + p*"" 1 + etc. ); 
le second membre s'évanouit à cause du facteur nul 
a. — «; mais il n'en est pas de même du premier, qui 
est le produit de facteurs tous différens de zéro , tant que 
a diffère de chacune des racines a , b, c, d. . . I; lasup- 
positionn'estdonepas vraie; donc une équation d'unde- 
grë quelconque ne peut admettre plus de diviseurs bi- 
nômes du premier degré , qu'il n'y a d'unités dans l'ex- 
posant de son degré , et ne peut avoir par conséquent 
un plus grand nombre de racines (*). 

i83. En regardant une équation comme le produit 
d'un nombre de facteurs 



égal à l'exposant de son degré, elle prendra la forme 
du produit indiqué dans le n° i35, avec cette mo- 
dification, que les termes seront alternativement po- 
sitifs et négatifs. 

Si l'on 8e borne à quatre facteurs, par exemple , on 
aura 

x*— ax' + abx*— abcx+abcdT=o. 
— èa^-f-acr 1 — abdx 
— cxP-r-adx 1 — aedx . 
—dx'>+bcx 1 —bcdx 

+ bdx* 

+cdx* 

Les seconds ternies des binômes x — a, x — b, x — c, etc. 
étant les racines de l'équation , prises avec un signe con- 
traire, les propriétés remarquées dans le n° i55, et 

(*) Celle démnftntiim beaucoup plus simple fjue celle que 
j'aiiiii donneo dans les t-rlïiiixig pi ti cède mes, est lirce de. Annales 
rfo Matkémàiques pnbliûa pat M. Gergoun*. ( Fo^ti le T. JV , 
lia£C aog— ajo, note.) 
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prouvées en général dans le n° i36, auront lieu pour 
le cas actuel de la manière suivante : 

Le coefficient du second terme, pris avec un signe 
contraire > sera la somme des racines .• 

Le coefficient du troisième terme sera la somme des 
produits des racines multipliées deux à deux .* 

Le coefficient du quatrième terme , pris avec un signe 
contraire, sera la somme des produits des racines 
multipliées trois à trois , et ainsi de suite , en observant 
de changer le signe des coefficiens des termes de rang 
pair: 

Le dernier terme , soumis comme les autres à cette loi,. 
sera le produit de toutes les racines. 

En égalant, par exemple, à zéro le produit des trois 
facteurs 

on formera l'équation \ 

a^+ax* — a3x— 60=0, 
dont les racines seront 

+ 5, -4, _3: 
on aura , pour leur somme , 

5— 4_3=— a; 
pour celle de leurs produits flàa, 

+5 X— 4+5 X— 3— 4X— 3=— 20— 1 5+i a=*— a3 % 
et pour le produit des 3, 

+ 5X— 4X— 3=6o. 

C'est aussi ce qu'on déduirait des coefficiens a, — o3, 
— 60 , en changeant le signe de ceux du second et du 
quatrième terme. 
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Si on égale à zéro le produit des facteurs 
x — a, x — 3 et x+5, 
l'équation résultante 

x 3 — ig;r-f-3o = o , 

n'ayant point de terme affecté de x* , puissance immé- 
diatement inférieure à celle du premier terme , manque 
de second terme , et cela parce que la somme des ra- 
cines , qui , prise avec un signe contraire , forme le 
coefficient de ce terme , est ici 

. 2 + 3 — 5, 

ou zéro, ou en d'autres termes, parce que la somme des 
racines positives est égale à celle des négatives (*). 



(*} On pourrait croire que pour découvrir les racines d'une équa- 
tion quelconque du quatrième degré 

a; 4 -f-p x 3 +? * a -f- rx + s = o, 

il suffirait de la comparer avec le produit du numéro i83, en obser- 
vant d'égaler les quantités qui multiplient dans l'un et dans l'autre, 
les mêmes puissances de x j et c'est parla que la plupart des auteurs 
élémentaires pensent démontrer qu'une équation d'un degré quel- 
conque est le produit d'autant de /acteurs simples qui/ y a d'unités 
dans C exposant de son degré : on verra par ce qui suit que leur rai- 
sonnement est fautif. Je n'ai conclu cette proposition que con- 
ditionnellement dans le numéro 182, parce qu'il faudrait, pour l'af- 
firmer positivement , montrer qu'une équation d'un degré quelconque 
a une racine, soit réelle, soit imaginaire, ce qui ne paraît pas facile 
il faire dans les éléraens , et ce qui heureusement n'est pas nécessaire 
alors : on peut d'ailleurs voir dans le Complément les réflexions que 
j'ai rapportées à ce sujet. 

En formant les équations 

— a — b — c — d = p 9 
ab + ac -\-ad -f-£c -f» bd-\-cd = ç 9 
—abc — abd — aed — bcd=. r, 

abcd = s, 

pour en tirer les valeurs des lettres «, 6, c, d, qui seraient les racine» 
éc l'équation proposée , le calcul serait fort compliqué, si on voulait 
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184. Quand on considère une équation comme for- 
mée du produit de plusieurs facteurs simples , ou du 



employer à la détermination des inconnues a , b , c , d, le procède* 
du numéro 78 j mais si on multiplie la première des équations ci- 
dessus para 3 , la seconde par a% la troisième par a, et qu'on ajoute 
ces trois produits avec la quatrième, membre à membre, on aura 

d'où on conclut , par une simple transposition , 

«*+^« 3 + f«' + ra+i=o. 

Cette équation ne contient plus que a, mais elle est entièrement sem- 
blable à la proposée : la difficulté d'obtenir a est donc la même que 
celle d'obtenir «. i 

Ainsi, comme l'a dit Castillon (Mém. de Berlin, année 1789): 
«c On prouve bien dans toutes les Algèbres, que par le produit de plu- 
» sieurs binômes simples on forme une équation de tel degré qu'on 
» veut , mais on n'a pas fait voir qu'une équation formée par la 
» multiplication de plusieurs binômes simples, peut avoir tels coeffi- 
» ciens qu'on veut. » 

Si , au lieu de multiplier les trois premières équations en a, 5, c, d, 
par «•*, a 9 et a , respectivement, on les multipliait par £ 3 , b" 1 et b, ou 
par c 3 , c 9 , c, ou par d 3 , d*, d> et qu'on ajoutât encore les produits 
a la quatrième, on aurait, dans le premier cas, 

— Hzxpb3+9à* + rb+», 

dans le second, 

— c*-=zpc* -l»^ c" 4*rc +#, 

dans le troisième , x 

— dtzzzpd^ + qd^ + rd+s; 

d'où il suit qu'on est conduit à la même équation , soit pour avoir a, 
soit pour avoir b, etc. En effet, les quantités a, b,c, d, étant toutes 
disposées de la même manière dans chaque équation , il n'y a pas de 
raison pour que l'une soit déterminée par aucune opération différente 
de celles qui déterminent l'autre j et en gênerai , si , dans la re- 
cherche de plusieurs quantités inconnues , on est obligé d'employer 
pour chacune les mêmes raisonnemens , les mêmes opérations et les 
mêmes quantités connues, toutes ces quantités seront nécessaire* 
meut racines d'une même équation. 



# 
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premier degré, on prouve (182) qu'elle n'en peut avoir 
qu'un nombre marqué par l'exposant n de son degré ; 
mais si l'on combine ces facteurs deux à deux, on for- 
mera des quantités du second degré , qui seront aussi 
facteurs de l'équation proposée, et dont le nombre sera 
exprimé par 

n( "- l) (140). 

Par exemple , le premier membre de l'équation 

x* — axP-j-abx* — abcx-\-abcdz=zo 
— bo?-\-acx* — àbdx 
—cxP-j-adjr* — acdx 
— da^ + icîb*— bcdx 
-\-bdx* 
+cdx* 

étant le produit de 

(x— a) X Cr— b) X (oc— c) X (*— d), 

peut se, décomposer en facteurs du second degré 1 des 
6Îx manières suivantes : 

(x — à) (x-— B) X (x— c) (x— *d) 
(x—a) (x— c) X (*—b) (x—d) 
(x—à) (x*- d) X (x— b) (x—c) 
(x — V) (x — c) X (& — *0 (pc — d) 
(x — A) (x — d) X e — a ) ( x """ "0 
(x— c) (x— cQ X (x— a) (x— i); 

et il en résulte qu'une équation du quatrième degré peut 
avoir six diviseurs du second. 

En combinant les facteurs simples trois à trois, 'on 
formera les diviseurs du troisième degré de la pro- 
posée, pour une équation du degré 71 , le nombre en 

sera 

n (n — 1) (n — a ) 

1 . a . 3 * 
et ainsi de suite. 



# 
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De V élimination entre les équations des degfés supé- 
rieurs au. premier. 

i85. La règle du n° 78, où le procédé du n° 84; 
suffit toujours pour éliminer entre deux équations , une 
inconnue qui n'y passe pas le premier degré , èpiel 
que soit d'ailleurs celui des autres inconnues \ et lors 
même* que l'inconnue ne serait au premier degré que 
danà l'une des équations proposées, la règle du n° 78 
s y appliquerait encore. 

Si l'on a i par exemple , les équations 

ax* + bxy +cy*z=zm* t 

gn prendra dans la seconde la valeur dey , qui sera 

y ~ ± ; 

en Substituant cette valeur et son quarré , à la place 
dey et dej> a dans la première équation, on obtiendra 
un résultat en x seulement. 

i86\ Si les équations proposées étaient toutes deux 
du second degré , par rapport à Tune et à l'autre de* 
inconnues , on rie pourrait appliquer la méthode pré- 
cédente qu'en résolvant une des équations, soit par 
rapport à x , soit par rapport ky. 

Soient, par exemple , les équations 

ax* -}- bxy -f- cy*= m* , 

x*-f- y*=n*: \ 

la seconde donne 

y —±yw^t^ 3 

substituant dans la première § cette valeur de y et son 
quarré , on obtiendra 

ax* ±. bx\Zn % — x* + c(ra ft — * ft ) = m ft . 

L'objet proposé semble rempli, puisque ce résultat 
£Iém. d'Algèbre. ia° édition. ij 



230 E L E M T. ÎV S 

ne contient pins l'inconnue j, mais on ne peut résoudre 
l'équation en ar, sans la ramener à une Forme ration- 
nelle , en faisant disparaître le radical où l'inconnue se 
trouve engagée. 

Il est facile de voir que si le radical était seul dam 
un membre, on le ferait disparaître en élevant ce mem- 
bre au quarré ; en réunissant donc , par la transposition 
des termes ±bxyn 1 — ar* et m', tous les termes ra- 
tionnels dans un seul membre, on aura 

et prenant le quarré de chaque membre, on formera 
l'équation 

-r-flacr>"— *•)— 2omV- 3cm a (/i<— x°)/' 
qui ne contient pln3 de radical. 

Le procédé qu'on vient d'employer pour faire dispa- 
raître le radical , doit être remarqué , parce qu'on a 
souvent occasion de s'en servir; il consiste à isoler le 
radical qu'on veut faire disparaître , et ensuite à élever 
ies deux membres de l'équation proposée à la puis- 
sance marquée par le degré de ce radical. 



p-OW), 



187. La complication di 
grande lorsqu'il y a pli 



rapport à l'une àe: 
vent insurmontable 



-. procédé, qui devient trè» 
radicaux, jointe à Ia_dif- 
des équations proposées , par 
innues, difliculté qui est sou- 
:tuel de l'Algèbre, a 
de laquelle on 
1 sorte que la 
: des opérations 



fait chercher une méthode au inoye 
pût opérer sans cela l'élimination ; 
résolution des équations fût la dernii 
qu'exige la solution des problèmes. 

Pour rendre les calculs plus faciles , on met les équa-r 
tions à deux inconnues sous la forme d'équations à 
une seule, en ne laissant en évidence que celle qu'on 
veut éliminer. Si l'on avait, par exemple, 
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a^-4- axy 4- bx=zcy* + dy +c, 

on transposerait tous les termes dans un seul membre , 
en les ordonnant par rapport à x ; il viendrait 

x a -f- (ay + i) x — cy* — dy — « = o, 

et faisant pour abréger , 

ay+-b—P, —cy % —dy — e=Q, 

on aurait x* -\- Px + Q = o. 

L'équation générale du degré m à deux inconnues 
doit contenir toutes les puissances de x et de y , qui ne 
passent pas ce degré , ainsi que les produits dans les- • 
quels la somme des exposans de x et de y ne s'élève 
pas au-delà de m\ on peut donc représenter ainsi 
l'équation générale du degré m, à deux inconnues : 

+(p-Hjry-f-ry ft . •-+uy**- l )x+p'+q'yr)-T / y*. . . +i/y ni =o. 

On ne donne point de coefficient à x* 1 dans cette 
équation , parce qu'on peut toujours , par la division , dé- 
gager de son multiplicateur tel terme qu'on veut d'une 
équation ; et si l'on fait 

a+by=P y c +dy+<y^Q y f+&+hy*+kyh=R, 

p+qy. .... .+uy^=T f j/+q'y +i/y*>=U, 

l'équation ci-dessus prendra la forme 

o?*+Px m - 1 + Qx m -*+Rx a ~- 3 + Tx+U=:o. 

188. Il est bon de remarquer que l'élimination de x 
entre deux équations du second degré , 

x* + P x -f Q = o , x* -f- P' x + 0* = o , 

peut s'effectuer immédiatement en retranchant la se- 
conde équation de la première. Cette opération donne 

17.. 
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substituant cette valeur dans l'une des deux équations 
proposées , la première , par exemple , on trouvera 

(P-C)- P(y-y') , 

faisant disparaître les dénominateurs , on aura 

ce-Qr-P(P-P'HP-<?')+eyw')'=°-. 

enfin , développant les deux derniers termes , et ré- 
duisant, il viendra 

(<?-Ç')" + (P-P) (PÇ'- V ' ï ') = û- 

Il ne restera plus qûa substituer pour.?, Ç, jF" et Q' t 
les valeurs particulières au cas qu'on examine. 

18g. Avant d'aller plus loin , je vais montrer com- 
ment on reconnaît que la valeur de l'une quelconque 
des inconnues satisfait en même temps aux deux équa- 
tions proposées. Afin de mieux fixer les idées, je prendrai 
un exemple particulier; mais le raisonnement n'en sera 
pas moins général. 
Soient les équations 

^+3*^+3*^-98=0 (0. 

*» + 4*y — &V* — 10= o (3), 

que je supposerai données par une question d'apréi, 
laquelle on doit avoir y =3. 

Pour vérifier cette dernière assertion, il faut d'abord 
«ubstituer 3 à la place de^y, dans les équationg pro- 
posées , ce qui donne 

* 3 + 9* a + 273; — 98 = (a). 

j*+iaa:—a8=o (b), 

*qv ations gui doivent admettra la même valeur de *, si 



* 
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' oc? + 3 x*y + 3/o:—9l 

— x 3 — 4 aty + a ^ aj; + * 
— a: 8 ^ -f- 5^*0: + i< 

i er Reste.... +(9y*+i 



ou bien 
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ou. bien (38y-f 5oy-f 98) 
' _(38y+5oy # + 9 8) 



a e Reste 



En égalant ce reste à zéro 
positif, il vient 



43/ + 345 



\ 
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celle qu'on a assignée pour_y est vraie. Si l'on désigne la 
valeur de .r par a , il faudra , en vertu de ce qui a été 
prouvé numéro 1 79 , que l'équation (a) et l'équation (b) 
soient divisibles l'une et l'autre par x — a-, elles au- 
ront donc un diviseur commun dont x-— a. doit faire 
partie ; et en effet , on trouve pour ce commun diviseur 
x — -a-(48) : on a donc « = 2. Ainsi, la valeur y = 3 
convient à la question, et correspond ài=a- 

S'il restait quelque doute que le commun diviseur des 
équations (a) et (b) dût donner la valeur de x , on le lè- 
verait en observant que ces équations reviennent à. 
0»+mx+4.9) (x— a) =□, 
(o:- r -i4)(^-=)=o,. 
d'où il est visible qu'elles sont satisfaites lorsque l'on y, 
met a pour x. 

190. Le moyen que je viens d'indiquer pour trouver. 
)a valeur de x, quand celle de y est connue, peut 
s'appliquer immédiatement à l'élimination de x. 

En effet quand on opère sur les- équations (1) et 
(2) , comme pour chercher si elles ont un conimun di- 
viseur ea x , au lieu d'en trouver un , on arrive à un 
reste qui ne contient pins que l'inconnue y et des 
nombres donnés ; et il est évident que si l'on y met- 
tait à la place de y sa valeur 3 , il devrait s 'évanouir , 
puisque, par la m t me substitution, les équations (i) et 
(a) deviennent les équations (a) et- (b) , qui ont un 
commundiviseur. En égalant donc ce reste à zéro , on 
exprimera la condition que doivent remplir les valeurs 
de^i pour qne les deux équations données puissent ad- 
mettre en même temps une même valeur pour x. 

Le tableau ci-joint contient les détails delopéralioa 
relative aift équations , 



.r 3 + 3^_y + 3ry 3 — 
z^xy-sy* — i,c 



:0,. 
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qui m'ont occupé dans le numéro précédent : on 
trouve pour le dernier diviseur, 

(ay"+i<0* — ay— io_y — g8; * 
et le reste étant égalé à zéro , donne 
43y s + 345y+ — i^Scy 3 -fcjSoy* — 294°^ — 43°a — o , 
équation qui admet, outre la valeur _y = 5 indiquée 
ci-dessus , toutes les autres valeurs de y dont la ques^ 
tion proposée est susceptible, et qu'on nomme pour- 
celte raison équation finale. 

Le reste ci-dessus étant annulé, l' avant-dernier resta 
devient le diviseur commun des équations proposées , 
en sorte qu'en l'égalant à zéro , il donne la- valeur de 
x, lorsqu'on y met celle de y. Sachant, par exemple, 
que y ==3, on mettra ce nombre dans la quantité 

(oy+io)x— Hy 3 — loy— 98, 
qu'on égalera ensuite à zéro, et il viendra l'équation du 
premier degré 

gix — 183=0 ou x = s. 

191. L'opération que je viens de faire sur des équa* 
tions particulières, peut s'appliquer également à des 
équations quelconques 

x'+P'x"-' ■+ Q'x-- 1 +B'x— :! . . . +l'x-i-Z'=o x 
où la seconde inconnue est enveloppée dans les coef- 
ficieps P^ Q, etc., P', Q', etc.; l'élimination de l'in- 
connue x s'effectuera en cherchant , comme ci-dessus, 
le plus grand diviseur commun aux premiers membres 
de ces équations, et en égalant à zéro le reste indépea- 
dant de x. 

Le calcul, en général assez compliqué, peut dans les» 
cas particuliers , recevoir pi usieurs simplifications utiles ; 
mais le détail en serait trop long pour m'y ftréter ici ; 
elles sont d'ailleurs assez faciles à trouver: je supposerai 
donc que, dans le cours de l'opération , on ne'supprime- 
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aucun facteur en y qui serait commun à tous les termes 
d'uri même reste, et je me bornerai à expliquer les ré- 
sultats qui pourraient embarrasser. Premièrement il peut 
arriver que la valeur de^ rende nul de lui-même l'avant- 
dernier reste; alors le reste précédent, ou celui dans 
lequel x eutre au second degré, deviendra le diviseur 
commun des deux équations proposées. En y mettant la 
valeur de^, et l'égalant ensuite à zéro , on aura une équa- 
tion du second degré en x seul , dont les deux valeurs 
correspondront à la valeur connue de y. Si cette valeur 
rendait encore nul le reste du second degré , il faudrait 
recourir au précédent, où x monterait au troisième 
degré, parce qu'il serait, dans ce cas, le diviseur com- 
mun des deux équations proposées; et la valeur de_y 
correspondrait à trois valeurs de x. En général , il faudra 
remonter jusqu'à un reste qui ne s'anéantisse point par la 
substitution de la valeur de y. 

Il peut encore arriver qu'on ne trouve pas de. reste, 
ou bien qua le reste ne renferme que des quantités- 
.connues. 

Dans le premier cas, les deux équations ont Un divi- 
seur commun sans aucune détermination de_y; elles 
sont donc de la forme 

D étant le diviseur commun. Il est visible qu'on satisfait 
à toutes deux en même temps, en faisant d'abord £h=o; 
et cette équation déterminera l'une des inconnues par 
l'autre, quand le factetirD les contiendra toutes deux; 
mai» s'il ne renferme que des quantités données et x, 
cette inconnue sera déterminée , et l'autre restera en- 
tièrement indéterminée. Quant aux facteurs qui ne 
contiendraient pas x, on les obtiendrait d'après la: 
remarque du n." 5o. 
Von fait ensuite 
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conjointement, on se procurera encore deux équations 
gui pourronf fournir des solutions déterminées de lu 
question proposée. 
Soit, par exemple, 

(o.v + l.y-c) (>i+ny-<0 = o, 

fltS+Vy-f) (_mi+ny-d1=o; 

en supposant d'abord nul le second facteur , commun 

aux deux équations, on n'aura, entre les inconnues x 

ety, que la seule équation 

■ m.rrl-ny — <J=^o ; 
et sous ce point de vue , la question sera indéterminée ï 
mais en supprimant ce facteur, on tombera sur les 
équations 

ar + fiy — c— o, d x-\- Vy-rc'-=o t 

ou ax + by = c , a'x ■+■ b'y =c' ; 

et dans ce sens, la question sera, déterminée , puisqu'on, 
aura autant d'équations que d'inconnues. 

Dans le cas où le reste ne contient que des quan- 
tités données, les deux équations proposées sont con- 
tradictoires; car le diviseur commun qui établît leur 



existence simultanée, ne peut ai 
condition qu'il est impossible de 
tombe sur des quantités données 
un résultat absurde. Ce cas se rapport! 



iîr lieu que par une 

remplir , puisqu'elle 

le présente 

qu'on a vu 



n° 68 pour les équations du premier degré. 

1Q3. Il est encore à propos d'être prévenu que les po- 
lynômes enjy, par lesquels on multiplie les dividendes 
partiels, pour Tendre les divisons possibles, intro- 
duisent souvent dans le dernier reste y, des facteurs 
étrangers à la question, ef qui font que ce reste n'en est 
pas la véritable équation finale. Pour n'être pas induit en 
çrreursurles valeurs de^ qui proviennent de ces facteurs, 
■ l'idéeqni se présente d'abord est de mbstituerimmédia- 
tetnent dans les équations propostes chacune des valeurs, 
yue.donne l'équation enyseul , car toutes les valeurs qui 
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font acquérir à ces équations un commun diviseur , ap- 
partiennent nécessairement à la question , et les autres 
doivent être exclues. On sent aussi que l'équation finale 
pourrait devenir incomplète si l'on supprimait, dans 
Je cours du calcul, quelque Facteur en_y; mais toutes 
ces circonstances, qui ont été discutées par M. Bret, 
dansle 1 5 e cahier du Journal de F Ecole Polytechnique, 
et par M. Lefébure, dans le n° 3 du 2* volume de la 
Correspondance sur la même école , rendent peu com- 
mode dans la pratique l'emploi du procédé indiqué ci- 
dessus-, et doivent lut faire préférer celui que je vais 
exposer, d'après Ettler, dans le numéro suivante*)- 
ig3. Soient les deux équations 

x 3 -f-/'^-f- Qx -f-fi = o, 

en représentant par x — a. le facteur qui doit être com- 
mun à l'une et à l'autre , lorsque y est déterminé con- 
venablement, on pourra considérer la première comme 
le produit de x — s, par le facteur du deuxième de~ 
pé,x i + px-^-q, et la seconde comme le produit de 

x — «, par le facteur du troisième degré 

ar' + p'j^ + g'x-f-r , p et q, p' , q' et / , étant de* 
çoediciens indéterminés : on aura donc 

(*) On peut aisément eonelnre de ce. qniprei éile, que la rcclitrelie 
de IVqusition linalt liiw de n'eus équations â linu inconnues, est, 
en gênerai, an pr'iliL'iut delermiiic ; mais I ;i mèiiie équation finale 
peut répondre h »nr inimité de systèmes il'equations h deux mcou- 
noe». En renversant le procédé par lequel on oblîeot le plus grand 
çntnmun diviseur île deux qnnntms, il serait extrêmement facile 
rie former à volonté ces systèmes; mais relit question a trop peu 
(Ti«age dans les Matliviuaiiques élémentaires, pour s'y arrêter ici, 
et pour s'appesantir sur les remarques niimilii'iiscs auxquelles elle 
pourrai | donner lien. Ce sont de ers nlijrls qu'il 1:1111 tailler a la sagu- 
ritc du lecteurs intellipeie., qui ne manquent jamais de les trouver 
^'cux mêmes, si quelque circonstance leur eo fnil stntir le Lesoùi. 
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En éliminant le binôme [x — a) comme une inconnue 
au premier degré (8;j) , on trouvera 

Ce résultat doit se vérifier sans qu'il soit besoin d'as- 
signer à, x aucune valeur particulière ; c'est ce qui ne 
peut arriver , à moins que le premier membre ne soit 
composé des mêmes termes que le second; il faudra 
donc, après avoir effectué les multiplications indiquées, 
égaler entre eux les coeliiciens que chaque puissance de 
x aura dans les deux membres , et on obtiendra ainsi 
les équations suivantes : 

P+p'=P'+p Rp'+Qq'+P,'=S' +«'/»+ 7 
Q+Pp>+q'^Q>+Pp+q Rq-+Qr>=S'p+R'q 
H+Qp'+Pq'+î>=R' + Q'p+P'q Rl J =S'q. 
Comme ces équations sont au nombre de six, et qu' elles 
ne renferment que cinq quantités indéterminée s, sa voir, 
p , q , p' , q' et r' , on pourra chasser ces quantités qui 
ne montent qu'au premier degré, et arriver à une 
équation qui, ne renfermant plus que les quantités P , 
Q, R, P' , Ç 1 , R' , et 5', exprimera une condition 
sans laquelle on ne pourrait satisfaire aux conditions 
de la question , et sera par conséquent l'équation E— 
nafcenj?). ^ " 

(*) La méthode d'Enler, «posée ici , revient a multipliai chacune 
de» équations proposées par un facteur dont les coefficient soient 
indéterminés, à exiler 1rs produit* , m à disposer îles roeffirrena da 
manière que les termes affectés de l'inconnue x se détruisent entre eux. 
C'est ainsi qu'il l\i pnsrniiv <]-.ji.^ >. in h: ii :iliiclî'in a l'analyse des 
infinis. L.» , k doiguant l'exposant du degré des produits, celui 
des facteurs se trouve k — m pour l'équation du degré m , el 
* — m pour celle du degré n. Le premier terme de chacun de ce» 
facteurs ayant l'unité pour coefficient , l'un contient *— m coefEcieni 
indéterminé*, et l'autre *— ». Lu somme des prodoits renferme un 
nombre k de termes affectes de x; mais il n'en faut détruire que 
1 — i , parce que celui qui contient la plus haute puissance deœ, 
•'évanouit par lui-même. 11 itûi de là que le nombre total a k—m—a. 
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Si celte équation se trouvait identique , il ^'ensuivrait 
que les équations proposées auraient au moins un fac- 
teur de la forme x — *, quel que fut ^ ; et si au con- 
traire l'équation finale ne comprenait que des quantités 
connues .leséquationsproposées seraient contradictoires. 

Lorsque l'équation finale peut avoir lieu, on obtient 
le facteur x — a. ea divisant la première des équation* 
proposées par le polynôme x* -f-rix + 1 • oa trouve 
pour quotient 

x + P-p, 
et on néglige le reste, parce qu'il doit nécessairement 
être nul, lorsqu'on y met pour y une valeur tirée de 
l'équation finale. En égalant à zéro le quotient ci-des- 
>us , on ea tire 

x = p — P, 
et cette valeur de xsera connue, ou au moins exprimée 
en y, si l'on y remplace p par sa valeur droite des 
équations du premier degré , formées plus haut. 

Cette même expression prendra en général une 

forme fractionnaire , en sorte qu'on aura x = -^ , ou 

Nx — M=o; et on voit alors que les valeurs de y 
qui feraient évanouir simultanément 4/ et N, véri- 
fieraient l'équation précédente, indépendamment dex; 
cela viendrait de ce que , par ces valeurs, les deux 
équations proposées acquerraient un facteur commun 
d'un degré plus élevé que le premier. Il ne serait pas 
difficile de remonter jusqu'aux conditions immédiates 

■Ici corluricns indéterminés doit lire égal aï — t , el que par consé- 
quent t = m-\-n — 1 : on doit du ne timlr.j-.lii.-L l\ : .-jii.:[mii du degré™ 
|iar un faneur du degré h — 1^ celle du degré n par ira fumeur ,!« 
degré m — i , el égaler les jiromiits urine à terme, règle semblable 
& celle qu'on donne dans le telle. Il tsi lion de remarquer que celle 
■première méthode d'Eufcr contient le germe de celle que Bcioul a 
«lévtlopjiée dans in Théorie ihs Eqiiatiùi» al^tbri-iuti. 
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qui indiquent celte circonstance; mais de semblables 
détails passent les bornes que je mit suis prescrites dan* 
ce Traité. 

jg4- Soient d'abord pour exemple les équations 

x*+Px+Q=o, a*+P'*-f-Q'=o; 

les facteurs qui multiplient x — * seront ici du premier 

degré , ou x •+■ p et x -f- p seulement : on aura donc 

R=.a, R' = o, S'=o, q=io, q'=o t / — o, 

tt il viendra 

P+p- =P'+ P j C p-p' =P-P' 
Q+P P '=Q'+r'p\o a \P'p-Pp' = Q-Q' 

Çp'=Q'p \ (Q'p-Qp'=°- 

On tirera des deux premières équations , 

(P-P')P-(9-<?') . 



_c 



P—P' 
-P')P'-(P- 



<_n 



p—p' 

Substituant dans la troisième , il en résultera 

ou (p-Po ( j>ç<_<M»)+(o-e')'=o. 

Maintenant si dans l'équation 
x = p-P, 



on met pour p sa ' 
résultera 



• trouvée ci-dessus, il en 



io5. Afin de donner au lecteur l'occasion de s'exercer 
j'indiquerai les calculs à faire pour éliminer x entre 
les deux équations 
»»+/V+Çx + fl= o, x 3 +P'x 1 + Q'x+R , =o^ 
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Dans ce cas , on aura 

S =o, r 1 = a (ig3) , 

tt i! viendra ces cinq équations : 
p+p' =p +p, 
Ç + Pn' + ,' = <7 +p-, + ç, 
R+Qp: + P-f=R' +Ç> + P',, 
V+W=«'p +Q'i. 
tixquelles je donnerai la forme suivante : 

. P' P -Pp<+ q - 9 > =<?-Q', 

Q-p — Qp> + p'q-Pq'=R — R-, 
R'p — Rp'+Q'q—Qq'^O, 
Kl — Rrf=o. 
On pourrait, par les règles du n° 88, tirer immé- 
diatement de quatre quelconques de ces équations , les 
valeurs des inconnues p , p' , q et q' ; maisla simplicité 
de la première et de la dernière de ces mêmes équations , 
permet d'arriver plus promptement au résultat. Je fats, 
■pour abréger , 

P — P'=e, Q— Ç' = e', R — fl- = e° ; 
et je déduis ensuite de la première et de la dernière 
des équations proposées , 

v Kl 
p=p-e, j^-g; 

puis , substituant dans les trois autres et faisant dispa- 
raître le dénominateur R , il vient 
(p-_i > )Bp + ( f! _fl'), = K(e'_Pe)...(a), 
((/-e) Bp-+ (R? — «O 1 = « (>*-Çe) • ■ • GO , 

lK-K)Rp + (fly-Qiï) , = — «■• (c). 

Si maintenant on tire des équations (a) et (b) les 
valeurs de p et de q (88) , et qu'on y supprime le fat- 






p — 
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teur fi qui sera commun aux numérateurs et au déno- 
minateur , os aura 

_ (e'—Pe) (RP J —PR') — <jR—R') (c"— <V) 
— (/*— P) (/îP'_/Jfi') _ (fi— /t')((y— O) ' 

a - (f'-P) c,-"-Q t Qn-H(e'-p g )cg--g) . 

v ^C**"-J !Pj (KP'—PR') — (K— ^') CÔ' — Ç) ' 

mettant ces valeurs dans l'équation (c), on obtiendra 
une équation finale , divisible par /î et se réduisant à 

(R'-fl)[( e '-p e )CflP'-Pfi')-CR-R')(e"-ÇO] 

-K/iÇ'.-QfO[(P'-P) (e"-ÇO -(e'-Pe) Ce-Q)] 

— _ fo[.(/>'— />) (fif— p/j') - cfi— «') cq — ça, 

où il ne reste- plus qu'à remplacer les lettrei e, e', e", 
par les quantités qu'elles désignent. 

106. Si On avait entre les trois inconnues s, y etz, • 
un pareil nombre d'équationsdésignéespar(i), (a) et (3), 
et qu'on voulut déterminer ces inconnues , on pourrait 
combiner , par exemple , l'équation ( i ) avec (h) et avec 
(3) ,-ptiur éliminer x , et chasser ensuite y des deux ré- 
sultats qu'on aurait obtenus; mais il Faut observer que, 
par Cette élimination successive t les trois équations pro- 
posées ne concourent pas de la même manière à former 
l'équation finale : l'équation (1) est employée deux fois, 
tandis que (a) et (3) ne le sont qu'une; et il arrive delà 
que le résultat auquel on panient, est compliqué d'un 
facteur étranger àla question (84) ■ Bezout, dans saThéo- 
rie des Equations , a fait tisage d'une méthode qui n'est 
point sujette à cet inconvénient, et par laquelle il prouve 
que /«degré de l'équationjînale, résultante de l'élimina- 
tion entre un nombre quelconque d'équations complètes , 
renfermant un pareil nombre d'inconnues et de degrés 
quelconques, est égal au produit des exposons qui mar- 
quent le degré de ces équations. On trouvera dans 
Je Complément de ce Traité, la démonstration élé- 
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gante et courte que M. Poisson à donnée de cette pro- 
position, qu'il est d'ailleurs fort aisé de vérifier sur 
les équations finales rapportées dans les n D 'to4 et ig5. 
En supposant complètes les équations proposées dans 
ces numéros , l'inconnue^ entre au premier degré dan* 
P et P\ an deuxième dans Q et Q', au troisième 
dans R et ff -, il s'ensuit que e sera du premier degré ( 
e' du second, «"du troisième, et que les termes du 
degré le plus élevé des produits indiqués dans l'é- 
quation finale du n° irj4, auront pour exposant 4, 
ou 3.2, et ceux de l'équation finale du n" igiî au- 
ront q , ou 3.3. 

• 
De la recherche des racines commensurables , et des 
racines égales des équations numériques. 

197. Après avoir fait connaître les principales pro- 
priétés des équations algébriques, et la manière d'eu 
éliminer les inconnues, lorsqu'il y en a plusieurs, Je 
vais m occuper de la résolution numérique des équations 
à une seule inconnue , c'est-à-dire, de la recherche de 
leurs racines , lorsque leurs coefficiens sont exprimés 
en nombres (*). 

Je commencerai par montrer que quand l'équation 
proposée n'a pour coefficiens que des nombres entiers , 
et que celui de son premier terme est l'unité , ses fk— 
cines réelles ne sauraient s'exprimer par des fractions , 
et nepeuvcnt être par conséquent que des nombres en- 
tiers , ou des nombres incommensurables. 

(*) On n'a point , pour les degrés supérieurs au quatrième , de 
risoluiion générale ; il n'y a même, fi proprement parler, que celle 
des équations du second . icy l é, 1 j 1 1 l'i.ii puisse re^ndi-r comme com- 
plète. Les expressions des racines fies équations du tmisiéme et du 
quatrième degré sont fori compliquées, sujette! h des exceptions, 
et beaucoup moins commodes dans la pratique, que les | in 1 cuits que 
in donner; on les trou vu -s d'.iilL.ii* il.nus le Complément . 
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Pour le prouver, soit l'équation 

x J, +Px*-'+Çi'-' +Tx+U=o, 

dans laquelle on substitue une fraction irréductible 
r à la place de x\ elle deviendra 

p+*-|£+<?££ +T*+v=i- 4 

et en réduisant tous ses termes au même dénominateur. 



.+Tab—'+Ub': 



a- + Pa'-'b+Qa- 
ce qui revient à 

a'-r-iCPa'-'+Ça*— 6 +7 T «è"- ) '+l/£ ,, - , )= o. 

Le premier membre de cette dernière équation est 
formé de deux parties entières, dont l'une est divisible 
par b , et l'aiitre ne l'est pas (98) , puisqu'on suppose la 

fraction^réduiteàsa plus simple expression , ou que a 

et b n'ont aucun diviseur commua ; l'une de ces parties 
ne peut donc détruire l'autre-. 

198. C'est d'après cette remarque qu'on a reconnu 
l'utilité de faire disparaître lesfractions d'une équation, 
ou de rendre ses eoefiieiens entiers, mais de manière 
néanmoins que le premier terme n'en acquière point 
d'autre que l'unité ; et l'on y parvient en faisant . V in- 
connue proposée égale à une nouvelle inconnue, divisés 
par le -produit de tous les dénominateurs de l'équation t 
puis eu réduisant tous les termes au même dénomina- 
teur, par le procédé du n° 5a. 

Soit pour exemple l'équation 

I . + ^ + — + c - = °: 
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or prendra x = —*- — , et mettant cette expression de x 
dans J'équation proposée , on obtiendra 

le âivis<ç#r 4# premier ternie contenant tous les. Facteurs 
des çu&eç diviseurs, $n inuj#pliei$.p l «ff ce^ivfyeur, et on 
réduira çfraque terme i t s#; p}ua spnjftl? e^pfp wion : on 
trouvera alors 



.?<• 



y 3 +anpy* + kti&tf,pïy-+'ÇH!?ii*& k =rÇ* 

Quand les dénominateurs m , n , p , ont des divi- 
seurs communs , il ne faut diviser y que p$r le plus 
petit nombre qui puisse se diviser en même temps par 
tous les dénominateurs. Ces simplifications sont trop 
faciles à apercevoir, pour qu'il soit besoin de s'y ar-* 
rêter; je me bornerai seulement à faire observer que si 
tous les dénominateurs étaient égaux à m , 3 suffirait dt 

faire x t-Z.. 
m 

L'équation proposée, ijuî seraitnlors 
■ o^ &âc* i : c 

deviendrait «' 

et Ton aurait - 

: y* + ay*-j-bmy+m?c=:Q. 

Il est visible .que V opération ci -dessus revient à 
multiplier toutes les Racines de la proposée parla 

nombre m , puisque xz=zJL données 
£/e/n. d'Algèbre. ra f édition. .18 
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199. Maintenant .puisque estant la racine de 1 équa- 
tion x« + Px""+ (>**— . . . . 4- Tx + U=o,oa 

U=-a«-Pa"-'-Q«-* — 7*a(i79). 

il en résulte que a est nécessairement un des diviseur) 
du nombre entier U, et que par conséquent lorsque ce 
nombre a peu de diviseurs, il suffira de les substituer 
successivement à la place de x, dans l'équation pro- 
posée «pour reconnaître si elle a une racine ennoiubrei 
entiers ou non. 

Si l'on a , par exemple , l'équation 

■.ar 1 — :6i a +.37JF.— 38=o, 
le nombre38 n'ayant pour diviseurs que les nombre» 

I. ». "S, 38. 
on les essaiera, tant positivement que négativement , 
on trouvera que le seul nombre entier -f- 3 satisfait à 
l'équation proposée, ou que r=s. On divisera ensuite 
l'équation proposée , par x — a ; égalant à zéro le 
tient, on formera l'équation 

x*-— Â*+*9—.°> 
dont les racines sont imaginaires -, et en résolvant celle- 
ci on trouvera que la proposée a trois racines , 

x~2, ar^a + v/— "i5, x=»— \/—\5. 
aoo. Le procédé que je viens d'indiquer pour c 
couvrir le nombre entier qui satisfait à une équation , 
devient impraticable lorsque le dernier terme de cettt 
équation a beaucoup de diviseurs ; mais l'équation 
V=— a' — Pa"— — Qa'~ ' . . . . — Ta , 
Fournit de nouvelles conditions qui abrègentbeaucrfupls 
calcul. Afin de rendre la méthode plus claire,je prendrai, 
e exemple, l'équation 

Kt-i-Px 1 + Qx>+Rx + S=.q; 
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e désignant toujours la racine , on aura 

a*+Pc?+Qa % + Ra+S=zo 9 . 
S=— «a — Qa*—Pa 3 —at, 

d'où l'on tirera 

^- = _:/i_ n a _jV— <rV 

a * • 

On voit d'abord par cette dernière équation, que — doit 

être un nombre entier. 

Passant ensuite R dans le second membre , il viendra 

o 
i-R=—Qa—Pa*—<£; 

♦■• 

S 
faisant pour abréger f- 71= R[, et divisant les deux 

membres de l'équation 

«'=— Ça— Pc 1 - a 3 
par a, on aura 



1 1 < 



— =— Q—Pa—cf, 

a >• ■ .- *. .. 

d'où Ton conclura que — doit encore être un nombm 

CL 

entier. 

Passant Q dans le premier membre , faisant. ; ; • # 

21' 

f- Ç= Q 7 , puis divisant les deux membres par a à 

on obtiendra 4 

Z=-P-a t 
a 9 

d'où l'on conclura que -^-doit être un nombre entier; 

a 

i8.> 
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% Passant enfin P dans Je premier membre , faisant 



-f-PrarP', et divisant par a % on aura 



a 



Réunissant les conditions que je viens d'énoncer, oh 
verra que le nombre û sera la racine de l'équation 
proposée , s'il satisfait aux équations 

* . » 

' ' -r * .'V ' 

«P* . •• • 

— + 1 = 0, 

a .•/•■ . 



de manière que R[, Q f *et J?', soient des nombres entiers. 

Il suit de là que, pour s'assurer si l'un çjes cjiyisçuj*s a 
du dernier terme S peut être la racine de P équation pro- 
posée , il faut, 

i°. Diviser h dernier terme par le diviseur a, et ajouter 
au quotient le coefficient du terme affecté dex: ,, . 

a . Diviser cette somme parle diviseur*, et ajouter 
au quotient le coefficient du terme affectè-de x a ; 1 ' ! ' • l • 

' ' 3*. # Diviser cette somme par y tëà%ïseliïr a , j #r«fbW 
au -quotient 4e coefficient du terme affecté ide^} _ • 

4°. Diviser cette somme par le diviseur a^ et.xtjouter 
au quotient l'unité , ou 2e coefficient au termè K àjfeété'âe 
x* ; & résultat çlevt&étrê égatûzéro ,si a erf é/i e#e* /a 
racine. 

r Les>règlee ci-déssue conviennent 4 rùn -degré: Quel- 
conque ; ,en observant que l'on ne doit trouver zéro pour 
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résultat que lorsqu'on sera parvenu au premier tenue de 
l'équation proposée (*). 

201. Lorsqu'on applique ces règles à un exemple 
numérique, on peut disposer le calcul de manière à 
faire subir chaque épreuve à tous les diviseurs du der- 
nier terme en même temps. 

Voici , pour l'équation 

x* — 9 3? + a3 ce*— apx-f- i5 = o, 
le tableau du calcul : 

+i5, + 5, + 5, + i, — i, — 5, v — 5, — 15, 
+ i, + 3, + 5, +i5, — 15, - 5, — 3, — i, 

— *9> ~ l 7> — 15 > — 5 » — 35 > — aS > — a3 * — ai » 

+ i8, +18, +58, 
+ 6, +18, —58, 

— 3, + 9, — 6 7> « 

— *> + 9> +^7. ' 
o. 

Tous les diviseurs du dernier terme i5 sont rangéf 
par ordre de grandeur , tant avec le signe -f- qu'avec le 
signe — , sur une même ligne (c'est la ligne des divi- 
seurs a. ) 

La seconde ligne contient les quotiens <Ju nom- 
bre i5, divisé successivement par tous ses diviseurs 

(c'est la ttgne des quantités — Y 



(*) II ne serait pas difficile de s'assurer par la formule des quotiens 

S Ml Of 

donnée dans le numéro 180, que les quantités —, — , ~ - , prises 

avec le signe—, sont, en commençant par le dernier terme,, les 
coefficient du quotient du polynôme 

ilinse'par X— a, et qui est par conséquent 

x* — -- a:» — — x — — . 
a A a 



i 
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La troisième ligne a été formée en ajoutant à la pré- 
cédente le coefficient — 20 qui multiplie x (c'est la 

g 
ligne des quantités B! = f^ K). 

La quatrième ligne contient les quotiens de chaque 
nombre de la précédente par le diviseur qui lui cor- 

respond (c'est la ligne des quantités — Y On a négligé 

dans cette ligne tous les nombres qui n'étaient pas 
entiers. 

La cinquième ligne résulte des nombres écrits dans 
la précédente , ajoutés avec le nombre s3 qui multiplie 
x* (cette ligne comprend les quantités Ç'). 

La sixième ligne contient les quotiens des nombres de 
la précédente par le diviseur qui leur correspond > 

f elle renferme les quantités — Y 

La septième comprend les sommes des nombres de la 
précédente et du coefficient— g qui multiplie x 3 ( où y 

ry 
trouve les quantités -^- -j- P ). 

CL • 

La huitième enfin s'obtient en divisant chacun des 
nombres de la précédente par le diviseur correspondant 

( c'est la ligne de — j ; et comme on ne trouve — 1 que 

dans la colonne marquée + 3, on en conclut que l'équa- 
tion proposée n'a qu'une racine commensurable , savoir 
-J- 3 ; en sorte qu'elle est divisible par x — 3 (*). 

On peut omettre dans le tableau les diviseurs -f- 1 et 
— 1 , que l'on éprouve plus facilement par leur subs- 
titution immédiate dans l'équation proposée. 



(*) En formant le quotient d'après la note précédente, on trouve 



202. Soit encore, pour exemple , l'équation 

a?— 7 x* + 36 = o. 
Après s'être assuré que les nombres + 1 et — 1 n» 
satisfont point à cette équation , on formera , d'après les 
règles précédentes , le tableau ci-dessous, en observant 
que le terme multiplié par x, manquant à cette équation, 
il doit Être censé avoir o pour coefficient; il faut donc 
supprimer la troisième ligne, et déduire immédiatement 
'a quatrième de la seconde. 

-4-36,+i8,+»î,+9,-f6,+4,+ î,+ a,— ■>,- 3,— 4,— 6,— 9,— ",—18 -M 
-1- 1,+ a,+ 3,-H,+6,+9,+ia,+i8,—t8,— 11,-^,-6,-4,— 3 ; —J>: " 



+-, + 4,+ 9,+ & + 4, 
-«, — 3,+ v*- *.-* 3, 



On trouve dans cet exemple trois nombres qui satis- 
font à toutes les conditions, savoir: + G, -f- 3 et — 3. 
Ainsi on obtient par conséquent , en même temps , les 
trois racines dont l'équation proposée est susceptible, et 
l'on reconnaît qu'elle est le produit des trois facteurs 
«impies x — 6,x — 3et x + a. 

flo3. Il est bon d'observer qu'il y a des équations lit- 
térales qui se transforment sur-le-champ en équations 
numériques. 

Si l'on avait , par exemple, 

y* + *pf—&?y + i4p> = o, 

en faisan ty = px, il viendrait 

p 3 x* -\- a p 3 x* — 33 p 3 x-$- i4p 3 =o r 
résultat divisible par p 3 , et qui se réduit à 
x* + 2 x* — 33 x + 14 = 0. 
li viseur commensurable de cette dernière équation 
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étant x 4- 7 * 6t donnant ± == —7, on aura 

L'équation en^y est de celles que Ton appelle éqiu*~ 
tions homogènes , parce qu'en faisant abstraction des 
coefficient numériques * chacun de ses termes renferme 
le même nombre de facteurs (*)» 

ao4- Lorsqu'on connaît un% des racines d'une équa- 
tion , on peut prendre pour inconnue la différence entre 
cette racine et l'une quelconque des autres; on parvient 
par xre moyen tt une équation d'un degré rnoindre que la 
proposée , et qui jouit de plusieurs propriétés remar- 
quables. 

Soit l'équation générale 

x n +Pj?^ l +Q3*^ k +R&-* + Tk4-U=o , 

et soient a, b, c, d, etc., ses racines; en y substituant 

a -f- x y au lieu de x, et développant les puissances > on a 

• ••■■*■• , 

4-Qa-^+(m^-»>Qà*^y + (w ~ 3) fr"""® ifrKy 4-... 



;•» 






Il i 



(t.) Les lecteurs qui voudraient pltw de détafc stit la r ecft cTèbe A e * 
diviseurs mmniensurabtes des équations , les trouveront dans la 
JII e partie des E lé mens d'Algèbre de Clairant. Ce Géomètre s'est 
occupé des tkruatkms littérale» «mai Mcn «Joé de$ éqaauotts àu- 
wérique*. , 
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résultat dont la première colonne , semblable à l'équa- 
tion proposée , s'évanouit d'elle-même, puisque a est 
une des racines de cette équation; on peut donc sup- 
primer cette colonne , et diviser ensuite par y tous let 
termes restans : il vient alors 




Cette équation aura visiblement pour ses m — 1 racines 
y=zb~a, y~c — a, y=d — a, etc. 

Je la représenterai par 



J+ 



' ■ C * 



.+y~" = o., 



00> 

+ T=A, 



en faisant, pour abréger, 

ma«-<+(m— i)Pct»—+(m— s)Qa m 

m (m-i) a — M- (m-0 (™-a) P^ 
etc. , 

et je désignerai par V l'expression 

a m -\-P a"-' 4- Ç a™-» + Ta + V. 

3o5. Si l'équation proposée a deux racineségales, si l'on 



a, pu 



a = i,ru 



i valeurs de 



, savoir , 



b— a, deviendra nulle; il faudra donc que l'équation [d) 
«oit satisfaite en y faisant y = o ; or cette hypothèse 
fait évanouir tous les termes , excepté le terme tout 
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connu ^ : ce dernier doit donc être nul par lui-même; 

la valeur de a doit donc satisfaire en même temps aux 

deux équations 

. . 7^=0 et Apc.o* 

Quand la proposée aura trois racines égaie» à a;s*voir , 
a — fe— c, deux des racines de l'équation (<?) deviendront 
nulles en même temps , savoir , fr*-=*r-et c— a i dans ce 
cas , l'équation (d) sera divisible deux fois de suite par 
y — o (179) ouyi or c'est ce- qui n* peut arriver. qu.e 
quand les coefficiens A et B $ont mils : il faut donc que 
la valeur de a satisfasse en même temps aux trois équa- 
tions 

r=o, A=o y ?B=o. 

En poursuivant ces raisonnement , on verra que lors- 
que la proposée aura quatre racines égales, l'équation 
(d) aura trois racines égales à zéro, ou sera divisible 
trois fois de suite par y , ce qui exige que les coefficiens 
A y Bet Cy soient nuls en même temps, et que la valeur 
de a satisfasse par conséquent a la fois aux quatre 
équations 

^=0, A=o, B=o> C=o. 

Non-seulement on peut , par. ce moyen, reconnaître si 
une racine donnée a se trouve plusieurs fois parmi celles 
de l'équation proposée ; mais on en déduit encore un pro-> 
cédé pour s'assurer si cette équation a des racines ré- 
pétées dont on ignore la valeur* 

Pour cela > il faut observer que dans le cas ou l'on 4 
'A = o , ou 

ma*- 1 +(m— i)Po m "-* + (7n— 2) Ça" 1 -*. . .+71=0, 
en peut regarder a comme la racine de l'équation 
mx- 1 + (m— \)Px~- % + (m— a) Çx"" 3 . . .+T=zo, 

ae désignant alors une inconnue quelconque ; et puisque 
m se trouve aussi la racine de l'équation ^= o , ou 

■>* x» + Px m - i + etc. = o > 
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suit du n' 189, que-x — a est un facteur commun des 
deux équations ci -dessus. 

Changeant de même a en x dans les quantités B , 
C, etc., le binôme x — a deviendra pareillement Fac- 
teur des nouvelles équations B=o, C=o,etc, si U 
racine a anuulle les quantités primitives B , C, etc. 

Ce que l'on vient de dire pour la racine a convien- 
drait également à toute autre racine qui serait répétée 
plusieurs fois; ainsi, en cherchant, par la méthodedu 
plus grand commun diviseur , les facteurs communs aux 
équations 

V=o, -rf=o; B^=o, C=o, etc., 
ces facteurs donneront les racines égales de la proposée, 
dans l'ordre suivant. 

Les facteurs communs aux deux premières équations 
seulement , sont des facteurs doubles de la proposée , 
c'est-à-dire que si l'on trouve pour commun diviseur 
entre ^=0 et A-=o, une expression de la forme 
(x — <*)(x — ^) > P 31, exemple, l'inconnue x aura 
deux valeurs égales à a. , et deux autres égales à C, 
ou la proposée aura ces quatre facteurs : 

(*—•), O—O. (*—*), C*-c>- 

Les facteurs communs à la fois aux trois premières 
des équations ci-dessus , indiquent des facteurs triple» 
dans ta proposée ; c'est-à-dire que si les premiers sont 
de la forme (x — «)(x — C) , par exemple, les se- 
conds seront de celle-ci ; (x — a) s (x — C) 3 . Il est 
facile de pousser ces considérations aussi loin qu'on 
voudra. 

30$. Il est à propos de remarquer que l'équation 
A-^o , qui, par le changement de a en a:, devient 
mx m - 1 -Km— OPx m -'+( m — 3)Qx"- 3 . . . .+T~ a, 
•e déduit immédiatement de l'équation f— o, ou de 
la proposée 



x m -i-Px m ~' + Qx™— . . . + Tx + U=o r 



J_ 
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en multipliant chacun des termes de cette dernière par 
l'exposant de la puissance de x qu'il renferme, et di- 
minuant ensuite cet exposa.it d'une unité ; sur quoi il 
faut observer que le terme U étant équivalent à L'X*% 
doit s'anéantir dans cette opération, oùil se trouve mul- 
tiplié par o. L'équation B :=o se tire de A=^o , comme 
A=-o se tire de V=o; C=0 se tire de B = o a 
comme celle-ci se tire de ^ = o, et ainsi de suite (*). 
307. Pour éclaircir ceci par un exemple, je prendrai 
V équation 

x 5 —i3x* + 67x s —t7ix a + ai6j: — 108 = 0; 
l'équation â=q devient dans ce cas 

5x+ — 5sx 3 + 301,r ! ' — 342X+aifi = OÎ 

son diviseur commun avec la proposée est 

x 3 — 8-c* + 2ix— 18. 
Ce diviseur étant du troisième degré, doit renfermer 
lui-même plusieurs facteurs ; il faut donc chercher s'il 
n'enauraitpas de communs avec l'équation B = o, qui 
est ici 

Box 3 — 15,6^ -f-'4oax— 34i = o; 

et on trouve en elfet pour résultat x — 3 : donc la pro- 
posée a trois racines égales à 3, ou admet (x — 3) 3 au 
nombre de ses facteurs. Divisant alors le premier di- 
viseur commun par x — 3 autant de fois de suite qu'il 
est possible, c'est-à-dire deuxfois, on trouve x — 2. Ce 
diviseur n'étant commun qu'à l'équation proposée et à 
l'équation A = o, n'entre que deux fois dans la pro- 



(') On conclurait facilement île n> qui p-triVle, qn« le diviseur 
e If» équation* V= o et Irf = o, tomienllcs facteur* 



posée; mais la ton naissance de 
saite pour ce qui suit, jp l'ai 
isl prouvée d'une manière qui 



l'ciir |ii"(iMS!tit..ii 11 i't;int 
envoyée nu Complément 
rue parait assez siiii]slc. 
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posée. On voit enfin que cette éqnation est équiva- 

(*-3} ! (*- = )• = <>. 
ao8. L'équation (d~), qui donne les différences entre 
la racine b et chacune des autres, lorsqu'on y met b 
pour a, les différences entre la racine c et chacune dei 
autres, lorsqu'on y inet c pour h etc., ne changeant 
point de forme pat ces diverses substitutions , et conser- 
vant les mêmes coelïïciens ainsi que l'a proposée , peut 
être géneia|isée de manière à renfermer toutes les dif- 
férences des racines combinées deux 'à deux. Pour cela 
il suffit d'en éliminer a au moyen de l'équation 

û" + P«"-' + Qa""^ H -f Ta+ U=o; 

car le résultat ne dépendant que de« coefficiens, et n« 
conservant aucune trace de la racine qu'on a considé- 
rée en particulier, conviendra également à toutes. 

II est visible qus l'équaiion finale doit s'élever au 
degré mXm— i ) ; car ses racines - 

a~±-b, a — c, a — d t etc., 
b—a, fr— c, b—d, «te, 
c — a , c— b , . . c — d, etc. , 
sont en même nombre que les permutations qu'on peut 
former en arrangeant-rdeWv à deux, Jês m lettres a, b , 
c, etc. De plus , ipuisque les quantités 
a — b et b — a , a; — cet ç — ra_,?b — c etc — b , etc., 
ne diffèrent que par le signe , les racines de l'équation 
seront égales -dmix à deux , abstraction faite du signe ; 
en sorte que quand on aura y^=«., on aura e._; même 
temps ^<= — *. Il résulte de là que cette équation ne 
doit renfermer que des termes où Finconnuc monte à 
-un degré pair; -car son premier membre doit ètfï le 
produit d'un certain nombre de facteurs du second 
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degré de la forme 

f— '*&—«) Cy+«) 084); 

elle sera donc elle-même de la fornie 

y+ P y»—+^»-+ ...... -f- (y + u— o; 

En faisant%y î =E, on la changera en : ' 

s'+^—' + ça— * + fs + u=o; 

et l'inconnue a étant le quarré de_y .aura pour valeurs 
les quarrés des différences des racines de la proposée. 
Il est à propos de remarquer que les différences 
, entre les racîaes réelles de la proposée, étant nécessai- 
rement réelles , leurs quarrés seront positifs , et que par 
conséquent l'équation en s n'aura que des racines posi- 
tives , si la proposée n'en a que de réelles. 
Soit pour exemple l'équation 

ar 1 — 7^ + 7=0; 
en y faisant x=a-\-y , on aura 

a' + 3ay-î-3 a y>+y 

-+7 

En supprimant les termes a s — 7*1 + 7, dontl'ensemble 
est nul, d'après l'équation proposée, et divisant le reste 
parjy., il viendra,,, 

3a' + 3ay+_y"-7=o; 
éliminant a entre cette équation et 4' équation' 

'à 3 - — 70 + 7—0, 
on aura 

y s -4*y*+44iy*-4a=- 

faisant z=y*, il viendra 

z?—. 4a£ a +44 15 """ 4$ — °- 
aoo. La substitution d« a+y au lieu de x, dani 
l'équation 



x*+ Px m " 1 + Qx m — -f- €/=ô (ao4), 

s'emploie aussi quelquefois pour faire disparaître,undes 
termes de cette équation. On ordonne alors le résultat 
par rapport aux puissances de y qui remplace Fin- 
connue x, et on regarde la quantité à commë'une se- 
conde inconnue , qu'on détermine en égalant à zéro le 
coefficient du terme qu'on veut faire disparaître ; on a 
de cette manière 



- ^; 



+ Py*-i-f (m— 1) Pay*-+ +Pa m ~ l l 



• • • • /» 



• . • • • . • • • 



■4-t/' 

■ " . • " * : .' ' ■ ■ 

Si le terme qu'on veut ôter e9t le -second.,, ou celui 
qui est affecté dey*"" 1 , 0I * fait ma-f-Ptoo, dJoù on tir* 
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a = — — . Substituant cette valeur dans le ré- 

m \ '■ "'t' ■• .*..'■ ■ 

sultat , il ne reste que les termes affectés de 

Il suit de là, qu'omfaîi évanouir Je second terme 
d'une équation, en substituant à F inconnue de celte 
équation une nouvelle- inconnue, à laquelle on joint Iç 
~~ ^ — 1 e contraire 

:posant du 
premier terme,. 

$oit ; pour exemple / l'équation 

f 



coefficient du second terme pris avec un signe contraire 
à celui dont il est affecté, et divisé par l'exi 



r, > . 1 



> ■ 1 
la règlerdonne ".'n f \ ■• • .'•••».. 

r.-' : 

— • ^ B.M— -** 0^ 



x-^±y -*^ } •sff^y — : a : * 



et substituant a il viendra 



y-ey+'y- 



e qui se 



réduit à 



-»4y + »4 ( _ 
+ 4) 



y* — 1 5y -f- a6 =0, 

où le terme affecté de y" n'entre plus. On ferait dut- 
paraitre le troisième terme ( alFecté de y m— * ) , * «a 

égalant à zéro l'assemblage des quantités qui le mul- 
tiplient , c'est-à-dire en posant l'équation 

^Zi2o"+ (m— i)Pa+Q — o. 

En suivant cette marche , ou reconnaîtra sans peins 
que l'évanouissement du quatrième terme dépend 
d'une équation du troisième degré , et ainsi de suite 
jusqu'au dernier, qu'où ne peut faire évanouir qu'en 
posant l'équation 

rf« +Pa— + Ça-* + U=o, 

absolument semblable à la proposée. 

La raison de cette ressemblance est aisée à dé- 
couvrir. Égaler à zéro le dernier terme de l' équation 
c'est supposer que. l'une des valeurs de cette in- 
connue est zéro; et si Ton fait cette hypothèse dam 
l'équation XT=y-\-a, il en résulte x=za; c'est-d-dire 
que dans ce cas la quantité a est nécessairement une 
des valeurs de x. 

210. On a quelquefois besoin de décomposer une 
équation en facteurs d'un degré supérieur au premier; 
je ne saurais exposer ici en détail les divers pro- 
cédés que l'on peut employer a cet effet ; je don— 
seulement un exemple de cette recherche. 

Soit l'équation 
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tfonl il faut déterminer les facteurs du troisième degré; 
je représente l'un de ces facteurs par 

a? -f-pa^ 1 -f- qx -f- r , 
les coef&ciensp, a et r étant indéterminés. Us doivent 
être tels , que le premier membre de l'équation proposée 
soit exactement divisible par le facteur 

x 3 + px* -f-gr + r, 
indépendamment d'aucune valeur de x ; mais en faisant 
actuellement la division , on trouve pour reste , 

— Cp* — zpq — a4p + T — ia)x'- 

— ip*q — pr — q* — ii4q + 11) x 

_(pV— or — 2^—7), 
expression qui s'annulleraît d'elle-même , et indépen- 
damment de a- , si l'on y mettait pour les lettres p , q , 
et r , les valeurs qui conviennent à l'état de la ques- 
tion : on aurait donc alors 

p 3 —2pq — a4p+r—i2 = o t 
p'q— pr—q'—^^q + ii—o, 
p»r — or— 24r— 7=0. 
Ces trois équations renferment les conditions néces- 
saires pour déterminer les inconnues p , q , et r; et c'est 
à leur résolution que se réduit la question proposée. 

De la résolution par approximation des équations 
numériques. 

an. Après avoir épuisé la recherche des diviseurs 
commensurables , il faut recourir aux méthodes d' ap- 
proximation , qui reposent sur le principe suivant : 

Lorsqu'on a trouve deux quantités qui , substituées 
dans une équation à la place de l'inconnue, donnent 
Jeux résultats de signes contraires, on peut en conclura 
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qu'une des racines de l'équation proposée est compris» 
entre ces deux quantités , et est par conséquent réelle. 
Soit, pour exemple, l'équation 

si l'on substitue successivement a et ao à la place de x, 
le premier membre, au lieu de se réduire à zéro , sera 
égala — 3i dans le premier cas, et à + 31)03 dans le 
second -. on en peut conclure que cette équation a 
racine réelle comprise entre a et 20 , c'est-à-dire , plu» 
grande que a et moindre que ao. 

Comme j'aurai souvent besoin d'exprimer cette re- 
lation, j'emploierai les signes ^> et <j dont se servent 
les algébristes pour marquer l'inégalité de deux gran- 
deurs, en plaçant la plus grande des deux quantités 
devant l'ouverture du signe, et l'autre à la pointe. 
J'écrirai, en conséquence, , 

t>s, pour x plus grand que a, 

3><30, pour x plus petit que 20. 

Cela posé, pour prouver l'assertion précédente, on 

peut raisonner comme il suit. En réunissant d'nn côté 

les termes positifs de l'équation proposée, et de l'autre 

les termes négatifs, on a 

i s + 7i- (i3x"+i) , 
quantité qui s'est trouvée négative lorsqu'on a fait 
x=a, parce que, dans cette hypothèse, 

jt i + 7 x<i5x'+i i 
et qui est devenue positive lorsqu'on a fait a:= ao, 
parce qu'alors 

a^ + 7x>i3x , '-f-i ; 
de plus il est visible que les quantités 

*?+7X et î^x'+i. 
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augmentent chacune de leur côté , lorsqu'on donne à x 
des valeurs de plus en plu» grandes, et^qu'en prenant 
ces valeurs aussi proches les unes des autres qu'on 
voudra , on pourra faire croitre les quantités propo- 
sées par des degrés de telle petitesse qu'on le jugera 
à propos. Mais puisque la première des quantités ci- 
dessus , d'abord plus petite que la seconde, est de- 
venue ensuite plus grande, il est évident qu'elle a un 
accroissement plus rapide que l'autre, au moyen du- 
quel elle compense l'excès que cette dernière avait 
*ui elle , et la dépasse ensuite : il y a donc un moment où 
ces deux quantités sont égales. 

La valeur de x, quelle qu'elle soit ( mais dont l'exis- 
tence vient d'être prouvée ) , qui rend 

x 3 + yx=i5x t + i, 
donnant 

x s + 7x— ( i3x*+ 1) = o, 
ou x 3 - — iZx % -\-jx — 1=0, 

est nécessairement la racine de l'équation proposée. 
Ce qu'on vient de voir sur l'équation particulière^ 
x 3 — &X*+J&- 1=0, 
peut s'appliquer à uiie équation quelconque, dont js 
désignerai les termes positifs par P , et les négatifs 
par N. Soit a la valeur de x qui a donné un résultat 
négatif, et b c#le qui en a donné un positif ; cesdeux 
circonstances n'ont pu avoir lieu que parce que , parla 
première substitution , on avait P<Z N, et parlaseconde 
P>N :P ayant donc dépassé N, on en conclura, comme 
ei-dessus , qu'il existe une valeur de x comprise entre a 
eti , qui donne P=N. (*) 
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Le raisonnement ci - dessus exige que les valeurs 
qu'on donne à x soient toutes deux positives ou toutes 
deux négatives; car lorsqu'elles ont des signes diffé- 
rens, celle qui est négative fait changer de signe les 
termes de l'équation proposée , qui contiennent des puis- 
sances impaires de x , et par conséquent les expressions 
P et A r ne sont pas coniposéesde la même manière dans 
une substitution et dans l'autre. Cette difficulté disparaît 
«n Faisant x ;= o ; par là l'équation proposée se réduit à 
son dernier terme , qui se trouve nécessairement de signe 
contraire à celui du résultat de la première ou de la 
seconde substitution. Soit, par exemple, l'équation. 

x* — ax 3 — 3x»— \5x— S = o, 

dont le premier membre , lorsqu'on y fait 



je crois devoir rapporter ici pour les lecteurs qui désireraient des 
preuves plus détaillées. 

■ i B . Voici comment on peut s 'assurer de la possibilité de faire 
prendre des accroissement aussi petits qu'en le Tondra, ans polynôme» 
P et JV. Soit P = «j- -+- Cf. ... + tM, M étant le plus liaut 
exposant de x ; si l'on y met a •+- y au lieu de i, ce polynôme 
prendra la forme 

A + By + Cy* + Ty, 

les coeffiriem^, B, C,...T, éiant en nombre fini et de voleur finie ; 
le premier terme A sera la valeur que prend le polynôme P, lorsque 

Bjr+Qr:...-h Tj^=y^B+Cy.^.+ Ty—') 

«era la quantité dont ce même polynôme s'accroît qnanil on 
augmente de y , la valeur ar= a. Cela pose, si S désigne le plu» 
grand des coemeieus B , C....T, on au» 

B + Cy....-hTr- <${.+/,... +7— ')i 

y{B +&....+ Ty—)<Sr ( -!-=£l, 
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a? == — 1 et x = 2 ; 

devient + 12 et — 45- En supposant a?= o , il se réduit 
à — 3 ; les deux substitutions 

x=©^ et sc= — 1, 

donnent donc deux résultats dé signes contraires ; mais 
en mettant —y au lieu de x J 1* équation proposée sa 
change en 

y + a /-3y-fi5y-3 = o, 
et on a ' 

P =^ + 2/ + i5y , AT= 3y* -f- 3" , 
d'où 



et par conséquent l'accroissement du polynôme P sera plas petit 

qu'une quantité donnée quelconque c, si l'on rend -^ — y / 

moindre que cette quantité : or c'est à quoi l'dn parviendra en faisant 

■ j_ = c, parce qu'alors , jr = "rr^r" — > étant <i, la quantité 

Sr(i v m ) Sy &v m +* 

-^ — — -y égale à — ^— — , sera nécessairement moindre 

que la quantité c , dont rien ne limite la. petitesse. 

3°. Si Ton désigne par h l'accroissement du polynôme P , par A : 
celui du polynôme iV, le changement qui en résultera daus la valeur 
de leur différence sera h — k , et pourra, être rendu plus petit qu'une 
quantité donnée, en rendant pins petit que cette même quantité, 
l'accroissement qui est le plus grand des deux : on pourra donc 
dans l'intervalle dez = aài=i, faire changer par des quantités 
aussi petites qu'on voudra, la différence des polynômes P etiV'i 
et puisqu'elle passe du négatif au positif dans cet intervalle, elle 
s'approchera nécessairement de zéro d'aussi près qu'on voudra. 
( Voyez les jinnales de Mathématiques pures et appliquées , 
publiées par M. Gergonne , T. IV , pag. 210. ) 
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P<^N, lorsque _y =io, 
P > iV , lorsque_y a: i . 
On peut donc raisonner dans le cas actuel comme dans 1* 
précédent , et en conclure que l'équation en y a une ra- 
cine réelle comprise entre o et + 1 ; d'où il suitque celle 
de l'équation enjrse trouve entre o et — 1 , et par con- 
séquent entre -f- a et — ^i. 

La proposition que j'ai énoncée ne pouvant pré- 
senter que des cas qui rentrent dans l'un ou l'autre 
de ceux que je viens d'examiner , est suffisamment 
prouvée. 

312. Avant d'aller plus loin, je ferai remarquer 
que , quels que soient le degré d'une équation et ses coef- 
ficient, on peut toujours assignerun nombre qui, substi- 
tué à l'inconnue, rende le premier terme supérieur à 
la somme de tous les autres. On sent d'abord la vérité 
de cette assertion , pour peu qu'on ait observé la marche 
que suivent les accroissemens des diverses puissances 
d'un nombre plus grand que l'unité (taG), puisque par- 
mi ces puissances , la plus élevée surpasse d'autant plus 
celles qui lui sont inférieures, que le nombre dont il s'agit 
est plus considérable, en sorte que rien ne limite l'ex- 
cès de la première sur chacune des autres; de plus, voici 
comment on peut trouver un nombre qui remplisse U 
condition énoncée. 

Il est visible que le cas le plus défavorable serait ce T 
lui où l'on rendrait tous les coelficiens de l'équation 
égaux au plus grand, c'est-à-dire, si au lieu de 

x» + Px»-> + Qx' a -* + Tx+V=^ç, 

on prenait 

x™ +S rf*-' + Si—V . . . . +$x + S=0, 

S désignant le plus fort des coefïiciensP, O, T, U: 

La différence entre le premier terme et la somme de 



d'jL 1 G t i ii c, 
tous les autres étant alors 

x m — S(x n — +x m ~ i +i), 

on remarquera que 



ag5 



- , +x m -' 



• + '=- 



-058), 



et par cette expression, on changera la précédente en 
^(x" 1 — i) ___ Sx" , S 

a: — i * x— i ' x — x 

Si l'on met ensuite M au lieu de x, il viendra 



quantité qu'on rendra positive , si l'on fait 



S M"> 



M m = 



car si l'on divise chaque membre de cette équatioa 
ir M", on aura 



~M— ï 



d'où M=S+i. 



En substituant donc au lieu de x le plu s grand des coerH- 
ciens de l'équation , augmenté de l'unité, on rendra 
le premier terme plus fort que la somme de tous les 
autres; et par conséquent son signe déterminera celui 
du résultat de la substitution 

Le nombre M pourrait être plus petit, si l'on ne 
voulait que rendre la partie positive de l'équation pro- 
posée plus grande que la partie négative ; car il suffi- 
rait, pour cela, de rendre le premier terme supérieur à 
la somme que donneraient tous les autres , quand même 
Içurs coefliciens seraient égaux, non pas au plus 
grand de tous , mais seulement au plus grand des 



f . 
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coefliciens négatifs : on n'aurait donc qu'à prendra 
pour M ce coefficient augmenté de l'unité (*). 

Il suit de là que les racines positives de l'équation 
proposée sont nécessairement comprises entre o et 
S+i. 

On peut aussi découvrir par 1b même moyen une 
limite des racines négatives ; il faut pour cela substituer 
-^y au lieu de x, dans l'équation proposée , et faire en- 
sorte de rendre le premier terme positif, s'il devient né- 
gatif (178}. H est évident , par cette transformation, que 
les valeurs positives de^y répondent aux valeurs négatives, 
de x, et réciproquement. Si/? est le plus grand coefficient 
négatif après ce changement, iî-f- 1 sera une limite des, 
•valeurs positives dey, par conséquent — R — 1 sera cella 
des valeurs négatives de x. 

Enfin si l'on voulait obtenir pour la plus petite des ra- 
cines une limite plus approchante que zéro , on y par- 

viendrait en substituant - à la place de x dans l'équa-< 

y r, - 

lion proposée, et en préparant la transformée en y , 
comme on Ta prescrit dans. le n° 178. Les valeurs dey 
étant inverses de celles dex , la plus grande des pre- 
mières correspondrait à la plus petite des secondes , et, 
réciproquement. Si dono «S'-f-i désignait la limite su- 
périeure des valeurs de y , ou qu'on eût. 

ce qui donnerait. 



(*) On trouve dans la Résolution des équations numériques par 
Lagrange, des formules (Jui donnent des limites plus resserrées j 
mais ce que j'ai dit ci-dessus suffit pour rendre indépendantes de la 
considération de l'infini, les propositions fondamentales de la reso-' 
lution des équations. 



i/jl i* g A b m b. 397 

il en résulterait successivement 

En effet , il est facilede voir qu'on peut, sans trouble* 
Tordre de grandeur de deux quantités séparées par dea 
signes <ou>, les multiplier ou les diviser par une même 
quantité, et qu'on peut aussi ajouter ou soustraire la 
même quantité de chaque côté des signes > et < j qui 
jouissent à cet égard des mêmes propriétés que le signe 
d'égalité. 

21 3. Il suit de ce qui précède, que toute équation 
de degré impair a nécessairement une racine réelle d'un 
signe contraire à celui de son dernier terme ; car si on 
prend le nombre M tel , que le signe de la quantité 

M*+P M n ~ l +QM m -*~ +TM± U 

ne dépende que de celui de son premier terme M" 1 , 
l'exposant m étant impair , le terme M m sera de même, 
signe que le nombre M (128). Gela posé , si le dernier 
terme U a le signe + , et qu'on fasse x=z — M, on 
aura un résultat de signe contraire à celui que donne la 
supposition de x = o ; d'où on voit que la proposée a. 
une racine entre o et — M ', c'est-à-dire négative. Si 
le dernier terme U a le signe ~, on fait alors x = -f- M * 7 
il vient un résultat de signe contraire à la supposition 
qex= o; et dans ce cas, la racine se trouve entre o 
et-f-JW, c'est-à-dire positive. 

214. Lorsque l'équation proposée est d'un degré 
pair, le premier terme M nx restant positif, quelque signe 
qu'on donne à M y on ne peut s'assurer , par. ce qui pré-, 
cède , de l'existence d'une racine réelle , si le dernier 
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terme a le signe -f-, puisque, soit qu'on fasse.r=o, 
oux = ±.M,on a toujours un résultat positif; mais 
quand ce terme est négatif, on trouve, eu faisant 

x = + M „ x=:o, x=; — M, 

trois résultats affectés respectivement des signes + , — 
et -f-, et par conséquent l'équation proposée a au moins 
deux racines réelles dans ce cas, l'une positive, com- 
prise entre M et o , l'autre négative , comprise entre o et 
—M : donc toute équation de degré pair, dont le dernier 
termeest négatif, a au mains deux racines réelles , l'une 
positive et l'autre négative. 

2i5. Je viens maintenant à la résolution des équa- 
tions par approximation, et afin de rendre plus clair ce 
que j'ai à dire sur ce sujet, je prends d'abord un 
exemple. Soit l'équation 

x+ — 4-tf 3 — 3 a: + 27=0; 
son plus grand coefficient négatif étant — 4> il smr du 
n° aia que sa plus grande racine positive sera moindre 
que ,5. En y substituant — y au lieu de x, elle 
devient 

y+4y + % + 2 7 =o; 

et ce résultat ayant tous ses termes positifs , montre 
que_y doit être négatif, d'où il suit que x est nécessai- 
rement positif, et que l'équation proposée ne saurait 
avoir de racines négatives : les racines réelles sont donc 
comprises entre o et -J-5. 

La première méthode qui se présente pour parvenir à 
des limites plus approchées , consiste à supposer succes- 
sivement 

x=i, x—a, x=3, x=4' t 
et si deux de ces nombres, substitués dans l'équation. 
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proposée , donnent des résultats de signes contraires ; 
ils seront de nouvelles limites des racines. Or , en 

a: =. 1 , son premier membre devient + ai , 

x = a + 5, 

* = 3 — 9, 

x = 4 + *5; 

on voit donc que cette équation a deux racines réelles , 
Tune comprise entre 2 et 3 , et Vautre entre 3 et 4- Pour 
approcher encore plus de la première, on prendra le * 
milieu entre les deux nombres qui la renferment , ce qui 
donnera 2,£ (^rztâro.i3q);onsupposeraensuitex=2,5: 
le résultat de cette substitution, qui est 

+39,06*5— 6a,5— 7,5+ 27 =— 3,9375, 

fait voir, puisqu'il est négatif, que la racine cherchée 
est entre a et a,5.Prenant-le milieu de ces deux nombres, 
il viendra a, a5; en se bornant à x = 2,3, on aura la 
racine cherchée , à moins d'un dixième près de sa valeur, 
et on en approchera f|}8 rapidement par le procédé stri- 
ant, dû à Newton. 

On fera x==a,3+^ ; il est évident que l'inconnue y 
ne sera qu'une petite fraction dont on pourra négliger le 
quarré et les puissances supérieures : on aura de cette 
manière 

*4= (2,3)4 + 4 ( 3 ,3)^, 

- 4x* = — 4 (2,3) 3 — 12 (a,3)\y, 

— 3* = — 3 (2,3) —Zy ; 

par ces substitutions, l'équation proposée deviendra 

— o,5839 — 17,812^=0, 
et donnera 
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'_ _ 0,585^ 
J' . 17,81a 

Dans cette première opération, on n'ira pas au-delà des 
centièmes ; et il en résultera 

y — — o,o3 et x = 2,3 — o,o3 = 2,117: 

Pour obtenir une nouvelle valeur de x plus exacte que 
la précédente , on supposera x =2,27 -f^y' ; et en subs- 
tituant dans F équation proposée , on ne tiendra compte 
que des premières puissances dey'. On trouvera 

— 0,04595359 — 18,046460V = 0, ^ 

d'où "•.''■ 

, 0,04595559 _ , o g. 

y 18,046468 - >°°** y , . 

et par. conséquent x = 2,2675. On peut, en conti-. 
suant ce procédé, approcher aussi près qu'on voudra, 
de la vraie valeur de x. 

La seconde racine réelle, comprise entre 3 et 4 > cal--' 
çulée de cette manière , sera 

*= 3,679** 

en s'arrêtant à la, quatrième décimale. * 

216. On appréciera 1 exactitude de la méthode que . 
je viens d'exposer, en cherchant la limite des valeurs, 
des termes qu'on néglige. 

Si l'équation proposée était* 

x m + P x m -* + Qx*-* + Tx + U=o,... 

la substitution de a-\-y , au lieu de a?, donnerait pour 
résultat le premier de ceux que j'ai trouvés dans 
le n° 204 , parce que a n'étant pas la racine de l'équa- 
tion, mais seulement une valeur, approchée de x, ne 
rend pas nulle la quantité 

<C + : Pa m ~ l + Ça*-* +Ta+ U. 
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En représentant cette dernière par V y on aura , au 
lieu de l'équation (d) du n° cité , la suivante, 



A . £ . . C 



=0,1 



s 
ide laquelle on tirera 

__ V Bf Cy* .__.£• 

En négligeant les puissances de ^, supérieures à la 
première , on s'arrête à 

V 

et l'erreur est 

b? - cy __£ 



* 



Si a ne diffère de la vraie valeur de x que d'une 
quantité moindre que - a , l'erreur ci-dessus deviendra 
moindre que le nombre qu'on obtiendrait en y mettant 
- a au lieu dey, ce qui' donnerait 

* (?Y cfî '(M 

i .2./1 \p/ i . a . o-* \p/ A \p/ « 

En calculant cette quantité , on s'assurera si elle peut ' 

V 

<tre négligée vis-à-vis de -j j et si on la trouvait trop 

considérable pour cela , il faudrait chercher pour a un 
nombre plus près de la vraie valeur de x. 
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Au reste, lorsqu'on a calculé plusieurs des nombres y t 
y.,y", etc., et que les résultats obtenus forment uns 
suite décroissante , l'approximation ne saurait Être dou- 
teuse. % 

217. La méthode dont je viens de faire usage, est 
connue sous le nom de Melhodedes Substitutions suc-' 
cesstves. Lagrange l'a considérablement perfectionnée. 
(Voyez là Résolution des Equations numériques. ) Il a 
d'abord remarqué qu'en ne substituant que des nombre» 
entiers , on pouvait passer au-delà 'de plusieurs racine* 
sans les apercevoir. En effet, si on avait, par exemple, 
l'équation 

( X _i) ( X _i) ( r _3) (x-4) «- o, 

et qu'on substituât au lieu de x , les nombres 0,1, 
a , 3, etc. , on passerait au-delà des racines 7 et -\ sans 
en reconnaître l'existence, car on aurait 

(°-ï) (°-i) Ce— 3) (o-4) =+} X \ X 3 X 4 
(i-&)0-ïH<-3)0-4)= + VX'iXaX3, 

résultats de même signe. Il est facile de voir que cette 
circonstance tient à ce que la substitution de 1 au Heu 
de x, fait changer en même temps désigne aux deux fac- 
teurs x — \ et x — {, qui, de négatifs qu'ils étaient lors- 
qu'on mettait o à la place de x, deviennent tous deux 
positifs; mais si l'on eût remplacé x [iar un nombre com- 
pris entre ± et{, le facteur x — } seul aurait changé 
de signe, et on aurait obtenu un résultat négatif. 

On tombera nécessairement sur un pareil nombre en 
substituant, au lieu de x, des nombres dont la diffé- 
rence soit moindre que celle des racines { et 5. Si par 
exemple on fait les substitutions i , i,;,*, j, etc. t 
un trouvera deux change mens de signe. 
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On pourrait objecter à l'exemple ci-dessus, que lors- 
qu'on a fait disparaître les coefficiens fractionnaire» 
d'une équation , elle ne peut avoir pour racines que de* 
nombres entiers ou irrationnels, ft nonpas des fractions; 
mais il est facile de voir que les nombres irrationnels , 
qu'on a remplacés ici par des fractions, pour plus de sim- 
plicité, peuvent différer de nroins que l'unité. 

En général, les résultats seront de même signe toute* 
les fois que les substitutions changeront le signe d'un 
nombre pair de facteurs(*). Pour obvier à cet inconvé- 
nient, il faut mettre entre les nombres à substituer, 
depuis la plus petite limite jusqu'à la plus grande, une 
différence moindre que la plus petite des différences 
que peuvent avoir entre elles les racines de l'équation 
proposée ; par ce moyen les substitutions tomberont né- 
cessairement entre les racines consécutives , et ne feront 
changer de signe qu'à un seul facteur. Cette opération 
n'exige pas qu'on connaisse la plus petite différence des 
racines , maïs seulement qu'on ait une limite au-dessous 
de laquelle elle ne saurait tomber. 

Pour se procurer cette limite , on formera l'équation 
au quarré des différences des racines (ao8). 

Soit 

z'+pz.'-' + qz'- ....+(s + U =o....CZ>), 
cette équation : pour obtenir la plus petite limite de ses 
racines, on fera £=-(312), et il viendra 

^r +p^r+?^r • ■ ■ ■ +'J+"=o, 

ou, en réduisant tous les termes au même dénominateur, 

(*} Il n'es! donc pas possible de découvrir par ce procède les ri- 
iJjrc pair ; mais alors on emploi* 
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1 +PV + ÇV* b-f-*lt a ~?-t-UV*:=sOj| 

puis en dégageant v* w 

et si- désigne le plus grand coefficient négatif de cetta 
équation > on aura 

Il ne faut considérer ici que la limite positive , la seule 
qui se rapporte aux racines réelles de la proposée. 

Connaissant la limite 

i u 



T - + x ' + »' 

u 

moindre que le quarré de la plus petite différence dei 
racines de la proposée, on en extraira la racine quarrée, 
ou du moins on prendra le nombre rationnel immédiate- 
ment au-dessous de cette racine ; ce nombre , que je 
désignerai par k, marquera l'intervalle qu'il faudra 
mettre entre chacun des nombres à substituer. On for- 
mera ainsi les deux suites 

o> +&> + 2 &> +3&, etc. > 
— k, — 2k, -~3fc, etc., 

desquelles on ne prendra que les termes compris entre 
les limites de la plus petite et de la plus grande des 
racines positives , et entre celles de la plus petite e< de 
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la plus grande des racines négatives de l'équation pro- 
posée. Les changerions de signé qu'offrira la série des 
résultats obtenus par la substitution de chacun de ces 
nombres à la place de x, dans 1 équation proposée , ma- 
nifesteront ses diverses racines réelles , soit positives , 
èoit négatives. 

218. Soit pour exemple l'équation 

a? — yx + 7— oj 
qui m'a conduit, dans le n° 208 , à l'équation 

a 3 — 4 2za +44 1 * — 49 = o; 
en faisant * = -, et en ordonnant, par rapporta v, 

V 

le résultat de cette substitution , on a 

v « « . 4 a * 

. t> 3 — qi> a + — v — — = 0. 

* 49 49 



d'où Ton tiré 



4/<T 10. zj> — : 

10 



il faudra donc prendre k = ou < —7=.. On satisferait 

y 10 



1 



à cette condition en prenant k= - ; mais A suffit de 

supposer k= ■=, car en mettant 9 à la place de v, dans 

l'équation précédente /oh obtient un résultat positif, et 
qui ne peut dévenir que plus grand lorsqu'on donnera 
à v une valeur plus considérable, puisque les termes y 3 

et 9 v* se détruisent déjà , et que j-v l'emporte sur — . 

La plus grande limite des racines positives do l'équa-' 
4 tion proposée 

x 3 — 7a: -f- 7 = 0, 
Elém. d Algèbre. ia è édition. 20 
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est 8 , et celle des racines négatives est — 8 ; on aura donc 
à substituer pour x les nombres 

1 2 3 4 â 4 

0, 3 > y y 5* T* 

i 2 3 4 £4i 

""S* """S' 3 ,— 3'* "~ 3* 

x f 
On peut éviter les fractions en faisant x== -=-; car 

alors les différences entre les valeurs de x 1 > seront triples 
de celles qui se trouvent entre les valeurs de x , et sur- 
passeront par conséquent l'unité : il n'y aura plusqu à 
substituer successivement 

o, i, 2, 3, >... a4# 

— 1,-2,— 3, — a4, 

dans l'équation 

a?' 3 — 63 a/ + 189=0. 

Les signes des résultats changeront de -f- 4 à + 5, de -f- 5 
à -f- 6 , et de — 9 à — 10, en sorte qu'on aura les valeurs 
positives 

♦ k où < 5 6 

x>5et<6J (o:>|et<^ 

et la valeur négative de a/i tombant entre — 9 et — 10, 

celle de x sera entre — § et =-. 

o o 

Connaissant maintenant les diverses racines de l'é- 
quation proposée, à moins de j. près, on pourrait en 
approcher davantage , comme dans le numéro 21 5. 

219. Ce qu'on a pratiqué sur l'exemple du n° 2i5 et 
sur celui du numéro précédent, s'appliquera à une équa- 
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tion d^tin degré quelconque > et fera connaître les valeurs 
approchées de toutes les farines réelles de cette équa- 
tion. On ne saurait disconvenir néanmoins que le calcul 
ne devienne pénible, lorsque l'équation proposée s'élève 
tin peu haut ; mais dans beaucoup de cas il hé sera pa# 
nécessaire d'avoir recours à l'équation (D) , oii bien on 
y suppléera par des moyens que l'étude des branches 
ultérieures de l'Analyse fêta connaître (*). 

Je fera» remarquer cependant que les substitution* 
successives des nombres o, 1 , 2,3, etc. à la place de 
x , offrent souvent des indices sufïisans pour faire 
soupçonner l'existence des . racines dont la différence 
est moindre que l'unité. Dans l'exemple qui m'occupe, 
elles donnent les résultats 

+ 7> +1. +1, + l3 > 

qui redeviennent croissans après avoir décru de + 7 à 
«4- 1 • Cette marche rétrograde porte naturellement à 
croire qu'entre les deux nombres -f- 1 et -f-'a , il tombe 
deux farines , ou égales , ou presque égales. Pour véri- 
fier ce soupçon , ilfaut multiplier l'inconnue. En faisant 

V 
te = •*£-. on trouve 

10 

y— 700^4-70001= o, 

équation qui a deux racines positives, l'une entre i3 et 
14, et l'autre entre 16 et 17. 

Le nombre des tâtonnemens nécessaires pour décou-* 
■vrir ces racines , n'est pas très grand ; car ce n'est qu'en- 
tre io et 20 qu'il faut chercher^ ; et les valeurs de cette 



(*) On peut voir aussi dans ie Traité de la Résolution des 
Équations numériques, une méthode très élégante donnée pat 
I^agrange, pour éviter l'emploi de l'équation (Z>). 



ao., 
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inconnue étant déterminées en nombre» entiers, on en 
conclut celles de x, à un dixième d'unité près. 

220. Lorsque les coefSciens de l'équation que Ton se 
propose de résoudre , sont des nombres très considé- 
rables, il est commode de la transformer en une autre dont 
les coefRciens soient resserrés dans des limites plus 
étroites. Si on avait , par exemple , 

x* — Sox 3 4-19980?-- 14937 a? + 5000 = 0,. 

on ferait x = 1 o z ; il viendrait 

Z i 8Z 3 + 19,98**"— r 14,9372 + 0,5 ==0. 

ï)ans ce résultat, on se contenterait d'abord de prendre 
les nombres entiers qui approchent le plus des coefficiens, 
et on aurait ainsi 

fc4 — *8z? + aofc* — i5fc + o,5±=o. 
On trouverait sans peine que z a deux valeurs réelles 
comprises entre o et ï , entre 1 et 2, d'où il suit que celles 
de la proposée sont entre o et 10 , et entre 10 et 20.. 

Je ne parlerai point ici de la redherche des racines 
imaginaires , parce qu'elle repose sur des principes dont 
l'exposition me mènerait trop loin \ je la renvoie au • 
Complément de ce Traité* 

22 1 . Lagrange a donné aux substitutions successives 
Une forme qui a l'avantage de faire connaître immédia- 
tement à chaque opération de Combien on" s'est appro- 
ché de la vraie racine , et qui h' exige pas qu'on en ait 
d'abord la valeur à moins d'un dixième près. . . 

, Je représente par a le nombre entier immédiatement 
èu-deifcoùs de la racine cherchée 5 il ne faudra , pour 
obtenir cette racine , qu'augmenter a d'une fraction : on 

aura donc xz=ia-)--> L'équation en y qui résultera de 

la substitution de cette valeur dans la proposée, aura né*- 
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cessairement une racine plus grande que l'unité; nommant 
b le nombre entier immédiatement au-dessous de cette 

racine, il viendra pour seconde approximation x= a +t» 

Mais b n'étant, par rapporta^, que ce que a est par 
rapport à .r, on pourra, dans l'équation en y, faire 

y =? b + — 7 > e *y sera nécessairement plus grand que Fu-r 

nité ; nommant b' le nombre entier immédiatement au- 
dessous de la racine de l'équation en y, on aura 

y - b +±- b JL±±. 

y — o-Ty— y • 
remettant cette valeur dans celle de x } il en résultera, 

, y 

pour la troisième valeur approchée de x. On en trouvera 

une quatrième en faisant}/ = b f + —% \ car si V d ésigne 

le nombre entier immédiatement au-dessous de y" , on 
aura 

d'où 

y — + Vb«+\~ b'b"+i ~* 

x — amr bb'b ,, + b"+b' 

et ainsi de suite. 

aaa. Je vais appliquer cette méthode à l'équation 

x 3 — 7 a: -f- 7 = o. 
On a déjà vu (218 ) que la plus petite des racine* 
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positives de cette équation était entre f et |, c'est-à-dire," 

entre 1 et a ; je ferai donc j?= 1 -f- - > et j'aurai 

La limite des racines positives de cette dernière est 5 , et 
en substituant successivement o, 1 , a, 3, 4> au ^ eu de 
jfj on reconnaîtra bientôt qu'elle a deux racines plut 
grandes que l'unité , savoir, une entre 1 et a , etl'autre 
entre a et 3. Il en résultera donc 

#=1 -f~ et o:c=i'-f.i, 
c'est-à-dire > 

Ces deux valeurs correspondent à celles que j'ai trou-*- 
vées entre f et j, entre \ et $, et qui ne diffèrent pas 
d'une unité. 

Pour porter plus loin le degré d'exactitude de la pre* 
mière, qui répond à y == 1 , on fera 

,-. + £. ■ 

et on aura 

y* -*-*/*— y + 1=0. 

On ne trouvera à cette équation qu'une seule racine plu» 
grande que l'unité , et comprise entre a et 3 , ce qui 
donnera 

d'où a? = i+}=|. 

Supposant ensuite j/ = a -f- -^, il en résultera 

y» _ 3y»_4y — 1 = o j 

pu trouvera y entre 4 et 5, et prenant la plu? petit» 
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limite 4> il viendra 

/ = * + *> y=i + *=?, *=i+i. = if 
Rien n'est plus facile que de poursuivre ce procédé , en 

faisan ty = 4 + -s, et ainsi de suite. 

Je reviens maintenant à la seconde valeur de x , que 
j'ai trouvée égale à \ par une première approxima- 
tion , et qui répond ày=a, je fais y=.z-\ — 7-, 

et je substitue dans l'équation en y\ j'aurai , après 
avoir changé les signes pour rendre le premier terme 
positif , 

. /*+/•— a/— 1 = 0. 

Cette équation n'aura , comme sa correspondante dans 
l'opération ci-dessus , qu'une racine qui surpasse l'unité^ 
savoir, entre 1 et a; et prenant y = 1 , il en résultera 

y = Z, x = f. 

Posant encore 

il viendra 

équation qui donne y entre 4 et 5, et d'où il suit par 
conséquent 

Pour aller au-delà , on fera y* = 4 + ~i> «t ainsi de 

y 
suite. 

L'équation x 3 — 7x-f-7=e a aussi une racine né- 
gative comprise entre — 3 et — 4- P° ur en approcher 

r 
davantage , on fera a== — 3 ; ce qui donnera 
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y — flqy* — gy — i =o, ^ >ao et < 31 < 
d'où 1 résultera , 

x — 3 !_ — £4. 

x — — w» ao — — âry. 

En poussant plus loin, onsupposera^=ao-f--7> etc. 

et on obtiendra successivement des valeurs de plus en 
plus exactes. 

Les différentes transformées en y>y, y", etc . n'auront 
jamais qu'une racine plus grande que l'unité , tant que 
deux ou un plus grand nombre de racines de la propo- 
sée ne seront pas comprises entre les mêmes limites a et 
a+ij mais quand cette circonstance aura lieu, comme 
on Ta vu dans l'exemple ci-dessus, on trouvera dans 
quelques-unes des équations en y, y' y etc. plusieurs 
valeurs plus grandes que l'unité, desquelles partiront 
les suites d'équations qui feront connaître en parti- 
culier les diverses racines que la proposée a entre les 
limites aeta+i. 

Le lecteur pourra s'exercer encore sur l'équation 

oc? -r- ax — 5 = o , 

dont la racine réelle tombe entre 2 et 3; il trouvera pour 
les valeurs entières dey, y', e%c. 

10, 1, 1, 2, i, 3, 1, 1, 12, etc., 

et pour les valeurs approchées de x x 

* JLL .21 à± 1LL *55 57 6 73 1 13q 7 16A 15 
T* 10) 11) ai) ô3 > 74' «75» 3*9 > "TTâlf > 7837^' 

Des proportions et des progressions, 

Q2Ô. On a vu dans l'Arithmétique la définition et les 
prppriétés fondamentale^ de la proportion et àeYéquidif- 
férence, c'est-à-dire , de ce qu'on appelait la proportion, 
géométrique et la proportion arithmétique ; j'appliquerai 
ici l'Algèbre à ces notions , et j'arriverai par ce moyérç 
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A quelques résultats qui sont d'un usage fréquent dans 
la Géométrie. 

Je commencerai par faire observer que Féquidiffé- 
rence et la proportion peuvent s'exprimer par des équa- 
tions. Soient A , B, C , D, les quatre termes de la pre- 
mière, a, b, c, d , ceux de la seconde; on aura 

b d 

B — A=D—C(Arithm. 127), -==- ( Arithm. 111 ) . 
• > " a c K 

équations qui doivent être regardées comme équivalentes 
aux expressions 

A,B : Ç.D, albllcld, 

et qui donnent 

A + D=B + C, ad=bc. 

Il suit de là que , dans V équidijference , là somme des 
termes extrêmes égale celle des termes moyens , et que 
dans la proportion , le produit des termes extrêmes est 
égal à celui des termes moyens , ainsi qu'on Ta vu dans 
l'Arithmétique (\'2j, 11 3), par des raisonnemens dont 
les équations ci-dessus ne sont que la traduction. 

Les propositions réciproques des précédentes se dé- 
montrent facilement; car des équations 

A + D?=B+C, ad=bc, 

pn revient sur-le-champ à 

et par conséquent , lorsque quatre quantités sont telles, 
que deux iïentf elles donnent la même somme ou le 
même produit que les deux autres, les premières sont les 
moyens et les secondes les extrêmes (ou réciproquement) 
d'une équidifftrence ou d'une proportion, 

^uand 2?= C, l'équidifFérence est dite continuç; il 
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•n est de même de la proportion quand b = c : et on a 
alors 

^ + £> = 3£, ad = b*: 

c'est-à-dire , que dans une équidifference continue > la 
somme des extrêmes est égale au double du moyen; et 
que dans une proportion continue, le produit des extrêmes 
est égal au quarré du moyen. On tire de là 

la quantité B est le milieu ( ou la moyenne proportion- 
nelle arithmétique) entre A etD , et la quantité b la 
moyenne proportionnelle ( géométrique ) entre a et d. 

Les équations fondamentales 

B—A=D — C, 

•onduisent encore aux suivantes : 

~ * w ' c d 

G-Az=D-B, - = p 

I 

ce qui fait yoir que l'on peut, dans les expressions 
A.BlC.D, al b II cl d, changer les moyens de 
place, et en déduire A. Cl B. D, aldlbld. En gé- 
néral, on pourra faire toutes les transpositions de termes 
qui s'accorderont avec les équations 

A+D—B + C et ad=bc (Arithm. 114.) 

Je laisserai maintenant de côté l' équidifference , 
pour ne in occuper que de la proportion. 

aa^. On peut, aux deux membres de l'équation 

b d . 

« = - , ajouter ou retrancher une même quantité .m» 

en sorte qu'on aura 



b_d 
a c* 



N 
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a c 

réduisant les termes de chaque membre au même déno- 
minateur, il viendra 

bdzma d±mc 

— % 

a c 

équation qu'on peut mettre sous la forme 

c ddb. me 

a b± ma ' 

et qui revient i cette proportion : 

b±ma:d±.mc II aie; 

et comme- = y , on aura pareillement 

ddi me d 

b±Hha~l 

ou b±mald±:mc llbld. 

Ces deux proportions peuvent s'énoncer ainsi : Le pre- 
mier conséquent , plus ou moins un certain nombre de 
fois son antécédent, est au second conséquent, plus ou 
moins le même nombre de fois son antécédent , comme le 
premier terme est au troisième , ou comme le second est 
au quatrième. 

En comparant séparément les sommes entr'eHes et 
les différences entr' elles, on aura 

d-\-mc c . d — me c 

b-\-ma a 9 b —ma a* 

d'où Ton conclura 

d -4- me d «-— m c 

b-)-ma b — m à 
•'est-à-dire , 

b+maid+mc ;;4 — ma ; d— mçi 



ou bien , en changeant les moyens de place , 

b-)-mal b — ma Il d+mcl d — mc\ 
et si on fait m= 1 , on aura seulement, 

i + a : b — a \l d-f"C * d— c ê 

ce qui s'énonce ainsi : . 

•* 

La somme des deux premiers, termes est à leur dif 
férence comme la somme des deux derniers est à leur 
différence, 

aa5. La proportion al b II cl d pouvant s'écrire 
ainsi > 

a l c II b l d, 

C J- à Jl. ^ 

on aura - + m = t iw* 

a b 

,, x çdzma dzh mb . 

d ou = f 9 

a b 

et enfin , 

c±Lmald±mbllalb ou lldd, 

d'où il résulte que le second antécédent, plus ou moins 
un certain nombre de fois le premier, est au second con- 
séquent , plus ou moins le même nombre de fois le pre- 
mier, comme l'un quelconque des antécédens est à son 
conséquent. 

Cette proposition peut aussi se conclure immédia- 
tement de celle du numéro précédent ; car en changeant 
de place les moyens dans la proportion primitive 

a : b II cld, 

puis en lui appliquant la proposition citée , on a suc- 
cessivement 

aie :: bld, 
cdtmaldàzmb lla}b du V.cld, 



L 
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et rendant Jpoilr cette dernière , aux lettres a, 6, c, d; 
la dénomination qu'elles ont dans la proportion primi- 
tive , on a l'énoncé précédent. 

Faisant 771=1, on en tirera les proportions parti- 
culières 

c±,ald±.b llalb 

V.cîd, 

c+ai c— -a :: d + b : d — 6; . 

ee qui veut dire que la somme ou la différence des atï~ 
técédens est d la sommé ou à ta différence des co/i- 
séquens, comme un antécédent est à son conséquent, 
et que la somme des antécédens est à leur différence 
comme celle des conséquent est à leur différence. 

En général , si Ton a 

L~—— £=]l— - 

a a e g 

•t qu on tasse ; — = q y on aura 

d f ' *' 

— = ?> x 23 * 7, T = "' * 

ce qui donnera 

b = aq, d = cq 9 f=eq, h=gq,ete., ' 

et en ajoutant ces équations membre i membre, 
il viendra 

'b + d'+f+h=aq + cq + eq+gqi 

ou b + d +f+ h = q (a+c+e+g); 

d'où il suit 

b + d+f+h _ _ b_, 

a + c + e + g ^ a' 

On énonce ce résultat en disant que dans une suite de 

rapports égaux J a : b :: c : d ;: e : f :: g : h :: etc., 
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Za somme d'un nombre quelconque d'antécédens est à la 
somme d'un pareil nombre de conséquent, comme 
un antécédent est à son conséquent. 

as6. Lorsqu'on a ces deux équations, 

* c ' e g ' 

on en peut multiplier les premiers membres entr'eux, 
et les seconds «ntr'eux, et il viendra 

ae cg ' 

équation équivalente i la proportion 

aelbfllcgldh, 

laquelle s'obtiendrait aussi en multipliant chaque terme 
de la proportion 

a: b :: c: d, 

par celui qui lui correspond dans la proportion 

«:/::g: h. 

Deux proportions multipliées ainsi terme par terme, 
aont dites multipliées par ordre; et les produits qui en 
résultent sont , comme on le yoit , en proportion : les 
nouveaux rapports sont les rapports composés des rap- 
ports primitiis {Ariih. ia3). 

Il est aisé de se convaincre qu'on arriverait égale- 
ment à une proportion, en divisant deux proportions 
terme i terme, ou par ordre. 

227. «Lorsqu'on a 

"a" V' 

#n en peut conclure que 

b m *r* 
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te qui donne 

d'où il suit que les quarrés y les cubes , et en général les 
puissances semblables de quatre quantités en proportion, 
sont aussi en proportion. 

La même chose aurait lieu pour des puissances frac- 
tionnaires, puisque 



! " 



VT 



et que 






m ^^ m 



ai 
C 



car il en résulte 



m m 



ou 

m 



^5 : »/î :: i/c : 1/2, 

si a ! 6 !C c : J : c'est-à-dire, çue /es racines du même 
degré , de quatre quantités en proportion, sont elles- 
mêmes en proportion. 

Tels sont les principaux points de la théorie des pro- 
portions. Cette théorie n'a été inventée que pour dé- 
couvrir des quantités, en les comparant avec d'autres. 
On a conservé pendant long-temps les noms latins at- 
tachés aux différens changemens ou transformations 



f 
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que peut subir une proportion : on commence àujoûr-^ 
d'hui à n'en plus charger la mémoire de ceux qui étu- 
dient les mathématiques; et tout l'échafaudage des pro- 
portions deviendrait inutile , si on leur substituait les 
équations correspondantes , ce qui donnerait, je pense, 
plus d'uniformité aux méthodes, et plus de netteté aux 
idées* 

228. Des proportions aux progressions le passage 
est facile. Ayant conçu, dans l'équidifférence con- 
tinue, trois quantités, dont la dernière surpassait la se- 
conde autant que celle-ci surpassait la première , on d 
bientôt imaginé de considérer un nombre indéfini de 
quantités, a, b, c, d, etc. , telles que chacune d'elles 
surpassât celle qui la précède d'une même Quantité <f , 
en sorte que 

b=a+ï, c = &+«T, d=c4-^, e=d + £, etC; 
L'ensemble de ces quantités s'écrit ainsi, 

•;fl. b .c.d.e.f . etc. , 

et se nommait progressi on arithmétique ; mais j'ai crû 
devoir changer ce nom en celui de progression par 
différences. (Voyez Ariih. , note dq n° 127. ) 

On peut calculer un terme quelconque de cette proM 
gression , sans lç. secours des intermédiaires. En effet, 
si on met pour b. sa valeur dans celle de c, il en ré- 
sultera 

c=z=:a*f-acf • 

avec cette dernière on trouvera 

d ~ a -f- 3^, puis e= a + 4^, 

r 

et ainsi de suirejd'où on voit qu'en nommant / le terme 
dont le rang serait marqué par n , on aurait 

/=a + (/i — 1)^, 



Soit , par exemple , la progression 

7-3.5.7.9. 11 .i3.i5.i7, etc.; 

ici le premier terme a = 3 , la différence ( ou la raison ) 
S s= a ; on trouvera pour le huitième terme , 

3-K8-i)a=i 7 , 

ainsi qu'on le conclut en calculant tous ceux qui le pré* 
cèdent. 

La progression que je viens de considérer était 
croissante; en l'écrivant dans un ordre inverse, tel que 
Celui-ci : 

$ 17 . i5 * i3 . 11 • g . 7 . 5 . 3 . 1 • — 1. — 3, etc.,* 
elle serait décroissante. On en trouverait encore un 
terme quelconque au moyen de la formule a + (n — 1 ) f, 
en observant que J doit y être supposé négatif, puisque 
la différence doit alors se retrancher d'un terme quel- 
conque pour obtenir le suivant. 

22g. On parvient aussi très simplement à connaître 
la somme d'un nombre quelconque de termes de la 
progression par différences. Cette progression étant re- 
présentée par 

• * 

et S désignant la somme de tous ses termes , on aura 

S :=: a -f- 6 -f- c -\-i-\-k-4~l. 

En écrivant les termes du second membre de cette 
équation, dans un ordre inverse du précédent, on 
aura encore 

5 = / + ft + î .+c + b+a. 

Si on ajoute ces équations , et qu'on réunisse les termes 
qui se correspondent, il viendra 

a S=(a+t)-Hb+k)+(c+i). . . .+(i+c}-K*4-$)-f-(/.f.a); 
El4m. d'Algèbre, i a* "édition. "ai 
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mais par la nature delà progression , on a, en partant 
du premier terme , 

et par conséquent, en partant du dernier , 

l — cT=ft, fi— «f=t, . . .. . c— «T=6,i — «T=a: 

1* addition des équations correspondantes fait voir sur- 
le-champ que 

a -J- Z=i -f- fi =c .{* i, etc. , 
et que par conséquent 

d'où il suit 

5= »£« + *>. 

En appliquant cette formule à la progression 

* t • i 

on trouvera pour la somme des huit premiers termes , 

a3o. L'équation 

jointe à 

(a+I)n 

'* = 5 ' 

donne le moyen de trouver deux quelconques des cinq 
quantités a, J, ti, / et •£, lorsqu'on connaît les trois 
autres; je ne m'arrêterai pas à traiter chacun des 
cas qui peuvent se présenter. 

a3 1. On a tiré de la proportion , la progression par 
quotiens ( : ou la progression géométrique ) , qui consiste 
dans que suite de terme* tels, que le quotient d'un 
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Terme divisé par celui qui le précède, est le même, 
quelque part que soient pris ces deux termes. Les suites 

-if 2: 6: 18 : 54 : 16a : etc.; 

•«• 4-3 • 1 îî • *?• 3» p« etc. p 

sont des progressions de ce genre; le u quotient (ou la 
raison ) est 3 dans lune et f dans l'autre : la première 
est croissante , et la seconde décroissante. Chacune de 
ces progressions forme une suite de rapports égaux , et 
c'est pour cela qu'on les écrit comme ci-dessus. 

Soient 

a-ybtCyd, fc, l, 

les termes d'une progression quelconque par quotiens ; 
en faisant - = q , j'aurai , par la nature de cette pro- 



a 
gression , 



b ç d e l 

9—" — T — ~ — 3 • • • — X 



a b c d" ' A* 
ou b=aq , c=:bq , d=cq , e=dq , . .•/ "~~ kq7 

Mettant successivement la valeur de b dans celle de c, 
cette dernière dans celle de d , et ainsi des autres , il 
viendra 

b=aq, c=:aq*, dzzzaq 3 , e=aq4,. . ,l=iaq nmml 9 

en désignant par n le rang du terme /, ou le nombre des 
termes que l'on considère dans la progression proposée. 

A l'aide de la formule Z= a q li " x > on peut calculer un 
terme quelconque sans passer par tous les intermédiaires. 
Le dixième terme de la progression + 

-h- 2 : s : 18 : etc. , 

par exètnple, est égal 2 X 39=39366. 

s32. On peut obtenir aussi la somme d'autant de 
termes qu'on voudra de la progression x 



21.. 
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~- a : : c : a : etc. , 

en ajoutant entf 'elles les équations 

b^aq, c=bq, d=cq, e^dq,.. . l=.kq ; 

car il en résultera 

6-f-c+d-f-e. . .-f-Z=(a-f-&-f-c-f-d. . .-|-ft) </; 

et en nommant 5 la somme cherchée , on aura 

b + c + d + e -f l = S — a 

a + b + c + d.... + k = S — l 9 

d'où l'on conclura 

S-a=q\S-.l) È 
et par conséquent 

tj—i 

Dans l'exemple ci-dessus, on trouverait pour la somme 
des dix premiers termes de la progression 

-H- a : 6 : 18 : etc. , 

£><5!!=f = 3 .._ I= 5 90 4 8 . 
5*33. Les deux équations 

^ ç— i 

renferment les relations que les cinq quantités a, <j, n, l 
et S > doivent avoir entr'elles dans la progression par 
quotiens , et feront connaître deux quelconques de ces 
quantités , lorsque les trois autres seront données. 

a34' S' on substitue aq n ~' à la place de /, dans l'ex- 
pression de S, il viendra 

j__ a(<r— i) 
q — i 
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Lorsque q sera un nombre entier, la quantité q n sera 
d'autant plus grande , que le nombre n sera plus consi- 
dérable ; et S sera susceptible de surpasser telle quan- 
tité que Ton voudra , en donnant à n une valeur conve- 
nable , o'est-à-dire, en prenant un nombre suffisant de 
termes de la progression proposée. Mais si q est une frac- 
tion représentée par — , on aura 

771 

c{ — — 1 V ami 1 j am— _ . 

\m n J \ mv._ m n _ 

î m — î m— î * 

771 

et il est évident que plus le nombre n deviendra grand , 
plus le terme — ^ deviendra petit, et plus par con- 

If h 

séquent la valeur de S approchera de la quantité , 

dont elle ne diffère que de 



donc, plus on prendra de termes dans la progression pro* 

posée , plus leur somme approchera de .Elle pourra 

même en différer de moins que telle petite quantité qu'on 
puisse assigner, sans jamais lui être rigoureusement égale. 

La quantité , que je désignerai par L, est , 

771—1 

comme on voit, une limite dont les sommes partielles 
représentées par S, s'approchent de plus en plus. 

En appliquant ces considérations à la progression 



on aura 



it ces considérations à la p 
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d'où 



1 , 
= 1, 9 = — = £, 



, cm 
m = 2. £r= = û; 

' m— 1 



et plus on prendra de termes dans la progression ci- 
dessus, plus leur somme approchera d'être égale i a* 
On trouve en effet r 

X =1=3—1, 

iJ.» — 1 — o JL 

*TT —a * a» 

*+*+*+* =¥=»-{. 

etc. 

L'expression de £ peut être considérée comme la 
somme de la progression décroissante par quotiens , con- 
tinuée à l'infini, et c'est ainsi qu'on la présente ordinai- 
rement; mais on ne peut cependant s'en former une idée 
bien nette, qu'en l'envisageant sous le point de vua 
d'une limite. 

a35. On peut tirer de l'expression 

*_ <*(</" — O 

tous les termes qui composent la progression dont elle 
représente la somme ; car si on effectue la division de 
q u —1 x par q — i (i58) , on trouvera 

ce qui donne 

S = a + aq+aq % ^aq^^ 

La valeur de L remplit le même but , lorsqu'on effec- 
tue 1$ division de m par ta — 1 , comme il suit : 



m 
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m — i 


*— m+i 


x J u —- -j — =4- etc. 
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-JL + .1 

m T m a 



1 _j_ * 
m a T m 3 , 

etc. 

On divise d'abord m , comme i l'ordinaire , par le pre- 
mier terme du diviseur , ce qui donne pour quotient i ; 
on multiplie ce quotient par le, diviseur, et on retranche 
le produit du dividende ; on divise ensuite le reste i par 
le premier terme du diviseur; on trouve pour quotient 

— , -qu'on multiplie parle diviseur , et on a pour reste — : 
xn m 

on opère sur ce reste comme sur le précédent. Eh conti- 
nuant ainsi , on aperçoit bientôt la loi que suivent tous 

tn 
leaqnptiens partiels , et Ton voit que l'expression 

est équivalente à la série 

m mr mr 
continuée à l'infini ; mettant pour m sa valeur - , et mul- 
tipliant para, on retrouve 

pour la progression dontZ» exprime la limite. 
«36. On regarde le développement 
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m 



, toutes les fois 
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comme la valeur de la fraction 

m— 1 

qu'il est convergent , c'est-à-dire , que les tenues qui le 

composent diminuent enVékrignant du premier. 

En effet , si on arrête la division précédente successive» 

ment au premier, au second, au troisième reste, 

on trouve : r 

et fes restes 1 



les quotiens 1 



771 

TTfc ...7nf 

etc. .. 



JL 

m 

i 

m& 

etcv 



les uns n'approchent de la vraie valeur qu'autant que 
les autres vont en- diminuant; et cette circonstance n'a 
lieu que lorsque 771 surpasse l'unité. Dans tous les autres 
cas, dn ne peut se permettre de négliger les restés % qui, 
croissant.sans cesse, font voir que les quotiens s'éloignent 

de plus en plus de la vraie valeur. 

... • . • ■ . • < _. « • • < • . • . • • - •• ■ 

Pour éclaircir ceci, il suffit de faire successivement 
m^za, m=i ,mz=£. La première supposition donne 



771 



et l'on 3 déjà vu ( aS4 ) qu'en effet la série qui com* 

Pose lç second membre s'approchait de plus en plus çjç *t 
La seconde supposition conduit à 

... . , -* 

771 

T =i =; = * + * + 1 +.1 +•* + J + etc - 

■ 1 ' < \ 



m 



' * \ i»* 



Ce résultat, î-f-i+i -f-i + i, etc.,. continué à 1 infini t 
fdonne bien une quantité infinie -, comme le demanda la 
nature de l'expression ~ : cependant si }'on ne tenait pas 
compte des restes dans cet exemple , on tomberait dans 
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nue absurdité ; car puisque le diviseur , multiplié par le 
quotient , doit reproduire le dividende , il faut que 
i = (i-f 1+1 + 1+ )o; 

or le second membre s'anéantit rigoureusement : on 
aurait donc 1 = 0. 

La troisième supposition mène à des conséquences 
non moins absurdes, quand on néglige les restes, et 
qu'on regarde la série résultante comme exprimant la 
valeur de la fraction dont elle dérive. Eu faisant 771 = 5, 
on trouve 

;r ^- T = -. = i + a + 4 + 8+i6 + eto. , 

ce qui est bien évidemment faux. 

Ces contradictions disparaissent ea observant que , 
dans le second cas, les restes 



sont tous égaux à 1 , et que puisqu'ils ne diminuent pas, 
il n'est pas permis de les négliger, quelque loiii que l'on 
pousse la série. En ajoutant donc l'un de ces restes au 
second membre de l'équation 

i = (i+i + . + 1 + .+ ).o, 

elle devient exacte. Dans le troisième cas, les restes 



forment la progression croissante 1, a, 4, 8, iS, etc., et 
en ajoutant à chaque quotient la fraction qui résulte du 
reste qui l'accompagne, les expressions rigoureuses d» 
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F(S=Ô 



qui toutes s'accordent adonner— 1, lorsque m = \. 

Si l'on prenait7n=— n, lafraction ——- deviendrait 
— ; la série qui exprime le développement de cette 
fraction se changerait en 

>— ^+^ — #-+*»• 

et en y faisant n= 1 , on aurait 

1 _ 1 _j_ 1 _ 1 + l _ 1 + e tc, 

développement qui devient tantôt 1 et tantôt o, et qui 
s'écarte par conséquent, tantôt par excès , tantôt par 



défaut , de la vraie valeur de - 



égale dans ce cas 



à ; : mais la série ci-dessus , n'étant point convergente t 
ne peut donner cette vraie valeur; et il Faut nécessaire- 
ment tenir compte du reste, à quelque terme que l'on 
s'arrête. 

Si on suppose dans la série précédente n = 2, on aura 

i— i-K — ï + tï— etc. 

suite dont les sommes partielles 1, \, \, \, etc. sont al- 
ternativement plus petites et plus grandes que la vraie va- 
leur de -— , qui est f, mais dont elles approchent 
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indéfiniment , parce que la série proposée est con- 
vergente. 

Quoique les séries divergentes, c'est-à-dire celles 
dont les termes vont en augmentant, s'écartent sans 
cesse de la vraie valeur de l'expression dont elles dé- 
rivent, considérées néanmoins comme développement 
de ces expressions , elles peuvent faire connaître celles 
de leurs propriétés qui ne dépendent point de leur 
sommation. 

337. En poussant quelque division algébrique que es 
soit, comme j'ai fait ci-dessus (a35) , à l'égard de m 
par m — 1 , on parviendra toujours à exprimer le quo- 
tient par une suite inEniede termes monômes. Les extrac- 
tions des racines , continuéesde !a même manière sur les 
restes successifs , dans le cas des puissances imparfaites, 
conduiront aussià des suites infinies; mais ces suites s'ob- 
tiendront plus facilement par la formule du binôme, ainsi 
que je le ferai voir dans le Complément , où je traiterai 
des suites les plus connues. 

Théorie des quantités exponentielles et des logarithmes. 

Q#8. Dans toutes les questions résolues jusqu'ici, 
les inconnues n'entraient pour rien dans les exposans ; 
mais il n'en serait pas de même si nu voulait déterminer 
le nombre des termes d'une progression parquotieus, 
dont le premier terme, le dernier et la raison seraient 
donnés. En effet, on aurait pour cela l'équation 

l=aq"-' (a3i), 

dans laquelle l'inconnue serait n; et en faisant, pour abré- 
ger, n—i^j;, il viendrait k=aq*. Les méthodes directes 
exposées précédemment ne sauraient résoudre cette 
équation ; et les quantités telles que x ne peuvent Être 
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représentées par aucun des signes dont j'ai déjà fait 
usage. Pour répandre plus de lumière sur ce sujet, )& 
rappellerai, d'après Euler, la liaison qui existe entre 
lesdîverses opérations del' Algèbre, et comment chacune 
d'elles donne naissance à une nouvelle espèce de quan- 
tités. 

a3g. Soient a et b deux quantités, qu'on se proposa 
d'ajouter ensemble ; on a 

a + b = c; 
et si de cette équation on veut tirera ou 6 , on trouve 

a = c — b , bz=c — a: 
voilà, comme on voit, l'origine de la soustraction; or 
quand cette dernière opération ne peut s'effectuer dans 
l'ordre où elle est indiquée , le résultat devient négatif. 

L'addition répétée d'une même quantité engendre la 
multiplication i a désignant le multiplicateur, Me mul- 
tiplicande, et c le produit, on a 

ab=c, 



et de là naissent la division et les fractions qui en sontl 
suite , lorsqu'elle ne peut s'effectuer sans reste. 

La multiplication répétée d'une quantité par elle- 
même, produit les puissances de cette quantité ; en expri- 
mant par b le nombre de fois que a est facteur dans la 
puissance que l'on considère , on a 



Cette équation diffère essentiellement des précédentes, 
en ce que les quantités a et à n'y entrent pas toutes deux 
de la même manière, d'où, il suit qu'on ne peut pas 
résoudre l'équation par rapport à l'une comme par 
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rapporta l'autre. Si c'est a qu'on cherche, une simple 
extraction de racine suffit pour le trouver , et cette opé- 
ration donne lieu à une nouvelle espèce de quantités , 
savoir, les irrationnelles; mais la détermination de A dé- 
pend de méthode* particulières que je ferai connaître 
lorsque j'aurai exposé les principales propriétés de 
l'équation a'=c. 

a4o. Il est facile de voir qu'en conservant la même 
valeur pour la lettre a, que je supposerai au-dessus de 
l'unité , et variant convenablement celle de b , on pourra 
obtenir pour c tous les nombres possibles. En effet, enfai- 
sant è=o, onac=i ; puis lorsque^ croîtra, les valeurs 
correspondantes de c surpasseront de plus en plus l'unité, 
et pourront augmenter autant qu'on voudra. Le contraire 
aura lieu sion prend b négatif; l'équation a* = c se ctian- 

geantena - ' = c, ou — = c, les valeurs de c iront 

sans cesse en diminuant, et pourront devenir aussi petites 
qu'on voudra. On peut donc de la même équation tirer 
tous les nombres positifs possibles , soit entiers, soit frac- 
tionnaires , dans le cas où a surpasse l'unité. Il en serait 
de même, si on avait a <^ i : seulement, les valeurs de c 
marcheraient en sens inverse du cas précédent ; mais en 
supposant a = i , on trouverait toujours c — i , quelque 
valeur qu'on donnâtài: on doit donc, dans tout ce qui 
va suivre, regarder a comme différant essentiellement 
de l'unité. 

Pour mieux désigner quea ne change point, et que les 
deux autres quantités betc sont indéterminées, je les re- 
préBenteraiparle5lettres.cety,etj'3urairéquationa x :=y, 
dans laquelle à chaque valeur de_y répond une valeur de 
x, en sorte que l'une de ces quantités est déterminée par 
l'autre, et réciproquement. 

•ï/5,1. Cette génération de tous les nombres par le 
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moyen Ides puissances d'un seul , est très intéressante, 
non-seulement par rapport à l'Algèbre , mais encore par 
le secours qu'elle fournit pour abréger les calculs nu- 
mériques. En effet, si on considère Un autre nombre^', 
et que Ton désigne par x f la valeur correspondante de x, 
on aura 0*'=)/, et par conséquent si on multiplie y 
par y, il viendra 

si on divise, on trouvera 

v' à? 

•*^^* ^mm ^^^^ •mmmttm (£ ■+ * 

y ** 

enfin, si on prend la puissance m dey et la racine n etnê 9 
On aura 

y m = (a*) m = a 1 "* 
pour l'une, et 



i i * 

y*= (a*y = c? 



pour l'autre. 

Il suit des deux premiers résultats que , connaissant les 
exposans x et af relatifs aux nombres jj et y f > on trou- 
vera , en prenant leur somme , l'exposant qui répond au 
produit yy', et en prenant leur différence , celui qui 

y' . 

répond au quotient^-. Les deux dernières équations 

font voir que l'exposant relatif à la puissance m eme àey 
s'obtient par une simple multiplication , et celui qui ré- 
pond à la racine n eme , par une simple division. 

Il est facile de conclure de là , que si on avait une table 
dans laquelle, à côté de chacun des nombres^, se trouvas- 
sent les valeurs correspondantes de a:, en sorte qu'étant 
donnéjf, on pût avoir a?, et réciproquement, \a.muàipli- 
cation de deux nombres quelconques se réduirait à une- 
simple addition , parce (Ju'au lieu d'opérer sur ce* 
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nombres, on ajouterait les valeurs de x qui s'y rap- 
portent , et cherchant ensuite dans la labié le nombre 
auquel répond cette somme , on aurait aussi le produit 
demandé. Le quotient des nombres proposés se trouverait 
dans la même table, vis-à-vis de la différence des valeurs 
de a; qui leur correspondent, et la division s'effectuerait 
alors par une soustraction. 

Ces deux exemples Font assez entrevoir l'utilité dont 
peuvent être des tables semblables à celle dont on vient 
déparier; aussi l'usage en est-il bien répandu depuis 
W eper , qui les imagina le premier. Les valeurs de x y 
«ont désignées sous le nom de logarithmes , et par con- 
séquent les logarithmes sont les exposons des puissances 
auxquelles il faut élever un nombre invariable , pour 
en déduire successivement tous les nombres possibles. 

Le nombre invariable se nomme base de la table ouda 
système de logarithmes. 

Dans la suite, je représenterai le logarithme de y, par 
1 y; on aura x=\y, et à cause de_y = a x , il vien- 
dra y^a 1 '. 

a^2. Les propriétés des logarithmes étant indépen- 
dantes des valeurs particulières du nombre a ou de leur 
base , il s'ensuit qu'on peut former une infinité de tables 
différentes, en donnant à ce nombre toutes les valeurs 
possibles, autres que l'unité. Prenant pour exemple 
c = io, on auraj' = (io) , ^etontrouverasur--le-champ 
que les nombres 

1, 10, ioo, îooo, îoooo, îooooo, etc., 
qui sont tous des puissances de î o , ont pour logarithmes 
dans cette hypothèse, les nombres 



On peut déjà vérifier sur cette suite les propriétés que 
j'ai énoncées dans le numéro précédent; en ajoutant le; 
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logarithmes de 10 et de 1000 , qui sont 1 et 3 , on voit 
que leur somme 4 se trouve au-dessous de îoooo, qui 
est le produit des nombres proposés. 

a43. Les logarithmes des nombres intermédiaires 
entre 1 et io, 10 et îoo, 100 et 1000 , etc. , ne peuvent 
s'obtenir que par approximation. S'il s'agissait , par 
exemple, d'avoir le logarithme de a , il faudrait résoudre 
l'équation (io) x = 2 % en y appliquant la méthode don- 
née n° 221 , et trouver d'abord le nombre entier le 
plus approchant de la valeur de x. On voit bientôt 

ijue x est entre o et 1 , puisque (io)° =1, (io) 1 = 10 ; 

1 # i 

on fera donc x=-. et il viendra (10)* = ,3 % ou 

10= a*; or z se trouve entre 3 et 4: on supposera donc 

fc=3*f--T> et il en résultera 



z 



io=a * , = 2 s xa* , = 8xa*', 
1 
ou a ^=^=i, 

ou enfin a = (J)* / . 

La valeur de*' tombant entre 3 et 4* on fera 

on aura 



d'où on tirera 
1 

et aprèsun petit nombre d'essais, on trouvera que z' est 
«ntre 9 et 10. On pourra pousser plus loin de la même 
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manière ; mais comme je n'ai indiqué ce procédé que 
pour montrer la possibilité de trouver les logarithmes 
' de tous les nombres, je me bornerai à supposer z" = 9; 
et en remontant , on obtiendra 

j »8 _ 21 ~ — n 

2 — > *• — ag> •* 91* 

Cette valeur de x> réduite en décimales , est exacte jus- 
qu'au quatrième chiffre , car elle donne 

x:ac 0,3oi07; 

et des calculs portés à un plus haut degré de rigueur; 
ont appris qu'en poussant jusqu'à 7 décimales , on 
aurait 

a?= o,3oio3oo. 

Pour interpréter cette valeur de x comme celle d'un 
exposant, il faut concevoir que si on élève le nombre 10 
à la puissance marquée par le nombre 3oi o3oo , et qu'on 
extraye du résultat une racine du degré 10000000, on 
aura un nombre très approchant de 2 ; c'est-à-dire . que 

( 10) 1000000 ° =z= a , à fort peu près : lepremier mem- 
bre est un peu plus grand que 2 ; mais le nombre 

(io) 7 ^*^ serait p i us petit ç*y 



(*) La méthode indiquée dans ce numéro ne serait pas praticable 
pour des nombres un peu grands ; mais en voici une autre donnée 
par Long , géomètre anglais, dans les Transactions philosophiques) 
pour Tannée 1734» n ° 33<), qui peut être très utile. 

La détermination de x dans l'équation (io)*=jr étant très labo- 
rieuse, on peut procéder dans un ordre inverse, se donner x pour 
obtenir y , et former une table des valeurs de y correspondantes k 
celles de x , qui servira ensuite , comme on va le voir , à déterminer* 
par y. 

On prend d'abord pour x des valeurs depuis 0,1 jusqu'à 0,9 ; et tout 
•e réduit à déterminer la valeur de jr , qui répond àz = o,i, on qui 

est (io) 1 *, parce que les autres Valeurs de y , savoir: 

Elém. d'Algèbre* ia e édition. *a 
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a44* En multipliant successivement par a , 3 , 4 > etc > 
le logarithme de a , on obtient ceux des nombres 4 > &> 
16, etc. qui sont les a e , 3 e , 4 e > etc > puissances de 2. 

En ajoutant au logarithme de a les logarithmes de 10, 
de îoo, de 1000, etc., on en déduit ceux de 20, de aoo, 
de 2000, etc.; et il est évident qu'il suffit d'avoir les lo- 
garithmes des~nomM es premiers pour trouver les loga-. 
rithmes de tous les nombres composés , qui ne peuvent 
être que des puissances ou des produits de nombres pre- 
miers. Le nombre 210 > par exemple , étant égal à 

2X3X5X7» 

son logarithme sera égal à 

12+13 + 15+17, 
et à cause que 5 = ~ > on aura 

15 = 1 10 — la. * 



(10)»*, (10)*, etc., 

sont les 2 e , 3 e , etc. , puissances de la première. 

L'extraction de là racine qnarrée fait d'abord connaître 

(io) r ou (io) r °'= 3,162 277 660 ; 
puis en extrayant la racine cinquième de ce résultat, on pâment & 

(io) 10 = I,a58g*i54i2. 

Par on procédé semblable , on tirera de 

JL 
(io)» # = i,a589254ia 
la valeur de 

\(io)^sz (10)* = (io) 7 ^ sas i,iaaor8454 ; 
puis prenant la racine cinquième , on formera 

(io)» # ° =1,023292992; 

et remontant aux puissances 2«, 3 e 9 e , on obtiendra les valeur! 

de y, correspondantes à celles de x , depuis 0,01 jusqu'à 0,09. 

On conçoit facilement que de cette manière on formera encore 
les valeurs de /pour celles de x , depui» 0,001 jusqu'à o,Qoy,depuU 



\ 

1 



»45- Les logarithmes, qui sont toujours exprimés 
en décimales , sont nécessairement composés de deux 
parties, savoir, des unités , placées à ta gauche de la 
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virgule , et des chiffres décimaux qui se trouvent à la 
droite. La première porte le nom de caractéristique, 
parce que dans les logarithmes que je considère pour 
le moment, qui résultent de la supposition de o=io, 

Par le moyen de cette table, on trouvera le logarithme d'un nombre 
quelconque, en le divisant par 10, un nombre de fois suffisant. Pour 
obtenir, par exemple, celui de &549, on divisera ce nombre d'abord 
par (io) 3 ou 1 060, qui est la plus grande puissance de 10 qu'il puisse 
contenir , et on aura 

a549=(io)*X 2,549; 

puis on cherchera dans la table la puissance de 10, immédiatement 
au-dessous de 2,549, on trouvera 

(io)V= 2,5ii88643a, 

et divisant 2,549 P ar ce dernier nombre , il viendra 

2,549 = (io)«>, 4 X 1,014775177. 

Cherchant encore dans la table la puissance de 10 , immédiatement an- 
dessous de 1,014775177, on trouvera 

(io)©,oo« = 1,01391 1386 ; 

puis divisant par ce nombre le quotient précédent 1,014775177, on 
aura un 3 e quotient 1,000851742. 

On continuera d'opérer ainsi jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un quo* 
tient qui ne diffère de l'unité que dans l'ordre de décimales qu'on sa 
propose de négliger. 

En regardant ici le troisième comme égal à l'unité , le nombre 
proposé sera décomposé en facteurs , qui seront des puissances de 10 , 
car on aura 

a549 = (io)3x (10)0/ x (10)0,005 = ( IO )V otf , 

d'où on voit que 3, 406 est le logarithme du nombre a549* En poussant 
les divisions jusqu'au nombre de 7 , on trouvera que ce logarithme 
est 3,406369. 7 

La même table sert encore plus facilement à trouver un nombre 
par son logarithme j en voici un exemple : 

Soit 2,547 * e logarithme donné, le nombre cherché sera 

(io)«, 547 = (io)* x (io)°, 5 x (10)0,04 x (io)V #7 > 

il sera donc égal au produit des nombres. 
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et qu'on appelle logarithmes ordinaires, cette partie fait 
connaître dans quel ordre d'unités tombe le nombre dont 
on a le logarithme. Tous les logarithmes des nombres 
compris entre 1 et 10, tombant entre o et 1 , ont néces- 
sairement o pour caractéristique ; tous ceux des nombres 
compris entre 10 et 100, ont 1 ; tous ceux des nombres 
compris entre 100 et 1000, ont 2: en général, la ca- 
ractéristique d'un logarithme a autant d'unités que la 
nombre proposé a de chiffres moins un. 

246. Une remarque non moins ' importante , c'est 
que les logarithmes des nombres qui sont décuples les 
uns des autres, ont la même partie décimale : par 
exemple , 

5456o a pour log. 4>7352794 $ 

543S 3,7352794 , 

543,S 2,7352794 , 

54,36 1,7352794, 

5,436 0,7352794 ; 

car chacun de ces nombres étant le quotient de celui 
qui le précède, divisé par 10, le logarithme de l'un 
s'obtient en ôtant une unité à la caractéristique de 
l'autre (241 , 242). 

247. D'après ce qui a été dit n° 240, les logarithme* 



/ 



• •- 



(lo) a qa 100, 

(10)0,* = 3,162377660, 

(io)V 4 = 1,096478196, 

(io)V°7 =» 1,016248604^. 

pris dans la table citée; et on amra par conséquent 

3,547=1. 352,357. • 

M. Dodson a publié en Angleterre , sons le titre à'antf-hgariàhmie- 
eanorty une table de même espèce que celle-ci, mais beaucoup plus 
étendue, et dont l'objet est de faiit trouver à quel nombre répond 
uu logarithme donné. 
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des nombres fractionnaires sont négatifs dans l'hypothèse 
actuelle ; et on les déduit facilement de ceux des nom- 
bres entiers , en observant qu'une fraction représente le 
quotient de la division du numérateur par le dénomina- 
teur. Quand le numérateur est moindre que le dénomi- 
nateur , son logarithme est aussi plus petit que celui du 
dénominateur , et par conséquent , en retranchant le 
dernier du premier , on a un reste négatif. 

Pour obtenir le logarithme de la fraction £, par 
exemple , on retranchera de o, qui exprime le logarithme 
de 1 , la fraction o,3oio3oo, qui représente celui de a, 

et il viendra 

— 0,3010300. 

En retranchant de o le nombre 1,3010300, qui est le 
logarithme de 20 , on aura le logarithme de £5 > égal à 

— i,3oio3oo ; 

le logarithme de 3* étant 0,4771213, celui de| sera 

o,3o 1 o3oo — 0,477 1 2 * 3 = — 0,1 760g 1 3. 

2*48. Par la manière dont on les obtient, les lo- 
garithmes des fractions , abstraction faite de leur 

eigne, appartiennent (24O au quotient de la division 
au dénominateur par le numérateur, et répondent 
par conséquent au nombre par lequel il faudrait di-* 
viser l'unité pour obtenir la fraction proposée. En ef- 
fet; f > P^ exemple, peut être mis sous la forma 

7| et 1|=13 — 12=0,1760913. 

Il serait peu commode , pour trouver la valeur de la 
fraction à laquelle appartient un logarithme négatif don- 
né , de chercher le nombre auquel il répond lorsqu'il est 
positif, puisqu'il faudrait effectuer la division de l'u- 
nité par ce nombre; mais si l'on retranche ce loga- 
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ritlmie de i, a, 3, etc. unités, le reste appartiendra 
au nombre qui exprime la fraction cherchée, lorsqu'on 
la convertit en décimales, puisque cette soustraction 
répond à la division des nombres 10, 100, icoo, etc. 
par 'le nombre du logarithme proposé. 

Soit pour exemple, — o,3oio3oo - , ii, en n'ayant 
point égard à son signe , on ôte ce logarithme de i , 
ou 1,0000000, le reste 0,69.89700 répondant à 5, montre 
que la fraction cherchée est égale à o,5, puisqu'on a 
supposé l'unité composée de 10 parties. 

Si, lorsqu'on cherche le logarithme d'une frac- 
tion j on conçoit tout de suite l'unité formée de 
io, ou 100, ou 1000, ou etc. parties, ou, ce cjtii 
revient au même, si on augmente la caractéristique 
du logarithme du numérateur d'un nombre d'unité 
suffisant pour qu'on puisse faire la soustraction de 
celui du dénominateur, on aura de cette manière un 
logarithme positif , qui pourra s'employer au lieu de 
celui qu'on a indiqué plus haut. 

Afin de mettre de l'uniformité dans les calcul* , rm 
augmente le plus souvent de 10 unités la caractéris- 
tique du logarithme du numérateur. Relativement à 
la fraction -j , par exemple , on a 

io,3oio3oo — 0,4771213^=0,8239087. 

Il est facile de voir que ce logarithme surpasse de 
10 unités le logarithme négatif — 0,1760913, et que 
par conséquent chaque fois qu'on l'ajoutera à d'autres, 
on introduira 10 unités de trop dans le résultat; 
mais la soustraction de ces 10 unités ne doit pas 
compter pour une opération, et lorsqu'elle sera elFec- 
tuée.on auraelFectué en même temps cellede o, 1 7609 13. 
En effet, soit TV le nombre auquel on ajoute le lo- 
garithme positif 9,8339087, le résultat de l'opération 
sera représenté par 
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iV-f- 10 — 0,1760913; 
et ai oa en retranche 10, on aura seulement 
#—0,1760913. 

D'après ce qui précède , on change la soustraction 
en addition , en employant , au lieu du nombre à sous- 
traire , son complément arithmétique, c'est-à-dire ce 
qui reste lorsqu'on retranche ce nombre de l'un dea 
nombres 10, l'oo, îooo, etc., résultat qui s'obtient 
en ôtant de 10 les unités simples du nombre pro- 
posé, et toutes les autres de 9; cela Fait, on ajoute 
ce complément au nombre dont il faudrait soustraire 
le proposé, et on retranche de la somme une unité 
de l'ordre sur lequel on a pris le complément. 

Il est évident que si le complément est répété plu- 
sieurs fois, il faudra retrancher, après l'addition, au- 
tant d'unités de l'ordre sur lequel le complément a été 
pris , qu'il y en a dans son multiplicateur ; et par la 
même raison , si on emploie plusieurs complémens , 
il sera nécessaire de retrancher pour chacun l'unité 
sur laquelle il a été pria, ou autant d'unités qu'il y 
a de complémens , si tous sont pris sur une même 
unité. 

Quelquefois cette soustraction ne peut s'effectuer ; 
Je résultat est alors le complément arithmétique du 
logarithme d'une fraction, et il répond dans les tables à 
l'expression de cette fraction convertie en décimales. 
Quand il reste encore 10 unités à ôter de la caractéris- 
tique, ce qui est le cas le plus ordinaire, c'est comme si on 
avait multiplié par icooooooooo le numérateur de lafrac- 
tion cherchée, pour en effectuer ladivision par ledénomi- 
nateur ; la caractéristique du logarithme du quotient fait 
connaître quel est l'ordre le plus élevé des unités que 
renferme ce quotient, parrapport à cellesdudividende. 
Dans 9,8239087, la caractéristique 9 montre que le 
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quotient doit avoir un chiffre de moins que le nombre 
par lequel on a multiplié l'unité; et par conséquent si, 
pouf ramener le quotient à sa vraie valeur, on sépare 
1 o chiffres décimaux , son premier chiffre significatif vers 
la gauche sera des dixièmes : on ne trouverait que des 
centièmes, des millièmes, etc. pour les nombres dont les 
complémens arithmétiques auraient les caractéristiques 
8, 7, etc. 

&49 - Ce qu'on vient de lire sur le système de logarithmes 
dans lequel a= 10, renferme lés principes généraux né- 
cessaires pour l'intelligence des tables , qui sont presque 
toutes précédées d'une instruction relative à leur dispo- 
sition particulière et à la manière de s'en servir, et à 
laquelle je renvoie les lecteurs. Je leur indiquerai 
cependant les tables de Callet (édition stéréotype), 
et celles de Borda, comme étant très étendues et très 
commodes. 

a5o. Quand on a le logarithme d'un nombre y ,' 
pour une valeur particulière de a , ou pour une base 
particulière , il est facile d'obtenir le logarithme du 
même nombre dans tout autre système. En effet, si on a 
a*=y -, pour une autre base A, on aura A x ==y , X étant 
différent de x : on tirera de là A* = a*. En prenant les 
logarithmes relativement au système dont la base est a, 
il viendra 

1^ = 10*; 

or la*=x par l'hypothèse, etl^ x =Xl-^ (a^ 1 ) : 
donc XlA = x, ou X = y-^ ; mais en considérant A 

comme base , X sera le logarithme dey, dans le système 
relatif à cette base : si donc on désigne ce dernier par Ly, 
pour le distinguer de l'autre, on aura 
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et on trouvera le logarithme de y dans le second sy$~ 
tente, en divisant son logarithme pris dans le premier 
par le logarithme de la base du second système. 

L'équation précédente donne aussi ^21 = \X • ce qui 

y 

fait voir que, quel que .soit le nombre y, il existe 
entre les logarithmes \y et Ly , un rapport invariable 
représenté par 1 ^. 

■ a5i. Dans quelque système que ce soit, le logarithme 
de î est toujours o , puisque, quel que soit a, on a tou- 
jours a° = i. Lorsque aest> i, les logarithmes étant 
susceptibles de croître indéfiniment à mesure que les 
nombres augmentent, on dit qu'ils deviennent infinis en 
même temps que les nombres ; et comme lorsque^ est un 

nombre fractionnaire, on a^y=— =or"*, on voit que 

plusjf diminue, plus x doit augmenter négativement, 
mais que cependant on ne peut jamais assigner pour x 
un nombre qui rende y exactement nul. Tel est le sens 
dans lequel il faut entendre que le logarithme de zéro 
est égal à l'infini négatif, ainsi qu'on le trouve dans 
beaucoup de tables. N 

a52. Je vais donner maintenant quelques exemples de 

l'usage qu'on peut faire des logarithmes dans l'évaluar 

tion numérique des formules. Il suit du numéro 2^1 et 

de la définition des logarithmes , qui donne l' équation 

» 0^=^, que •. . ' - 

1(^20=1^ + 12?, l(4)-^- 1 ^ 

l^ = ml^, l^?=*i \A. 

n 

En appliquant ces règles à la formulé 

C\/WEF ' 
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qui est assez compliquée, on trouvera 

\{A* {/£* — C*)=\£jP\/(B+C) C^-^)] 33 

1 ( Cy'jFEF)^ C+4 lZ>+il£+j IF, 
et par conséquent 



1 
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C ^D 3 EF 

al ^f+il (^+C)+i 1 (5—C)— 1C—I?^-41^— 5 lé- 
sion prenait les complémens arithmétiques de 1 C, } 1 D y 
\\ E, £ 1 F, et qu'on les désignât par C, Z>', #, F', au 
lieu du résultat précédent, on aurait 

a\A+\\ (B+C) +{\ (5— C) + C'-f-Zy+tf'+F', 

en observant d'ôter de la somme autant d'unités de 
l'ordre sur lequel on a pris les complémens , qu'il y a de 
ces complémens, c'est-ià-dire, 4. Lorsqu'on sera parvenu 
au logarithme de la formule proposée, les tables feront 
connaître le nombre auquel appartient ce logarithme , 
et qui est la valeur cherchée. 

a53. L'usage le plus fréquent des logarithmes est 
celui qu'on en fait pour trouver le quatrième terme d'une 
proportion*. Il est visible que si a l h \\ c : d> on aura 

d=— d'où ld = lb+lc— la; 

a 

c'est-à-dire, que le logarithme du quatrième terme cher- 
ché est égal à ta somme dès logarithmes des deux moyens 
diminuée du logarithme de V extrême connu , ou bien à 
la somme des logarithmes des moyens plus au complet 
ment arithmétique du logarithme de l'extrême connu. 

a54* Si Ton prend les logarithmes de chaque membre 
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de l'équation - = -, qui exprime le caractère de la 
proportion, on aura 

\b — \a = \d — \c (25a); 
d'où il résulte que les quatre logarithmes 

la.lbllc.ld 
forment une équidifférence (223). 
La suite d'équations 

b c d e , „ x. 

S = 5=c=2 etc *. (a3l) 

conduit de même à 

\b— la=lc — lft=ld— -lc=le— \d etc.- 
et on en conclut qu'à la progression par quotiens 

-77- a 1 b l c l d l e ! etc. , 

correspond la progression par différences 

' r la.lbAc.ld.\e. etc.; 

et que par conséquent les logarithmes des nombres en 
progression par quotiens, sont en progression par diffé- 
rences. 

s55. Sironavaitréquation6*=:c, on la résoudrait 
facilement au moyen des logarithmes; cari b* étant égal à 

le 

al b , on aurait z\ b =1 c , et par conséquent z = s-r. 

L'équation b c =rfse traiterait de la même manière; en 
faisant d'abord c* = u , il viendrait 

& tt =:rf, ulbrrzld, u=j-t, ou c*=t-t ; 

prenant de nouveau les logarithmes, on trouverait 



• 
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Ud—llb 



lc=l([|)=lld— 11& et z= 



le 

Dans cette dernière expression ,116 désigne lelogaritbme 
du logarithme de b, et s'obtient en considérant ce loga- 

rithme comme un nombre. Les quantités 6*, b e , et toutes 
«elles qui en dérivent, se nomment exponentielles. 

Questions relatives à l'intérêt de l'argent. 

256. La théorie des progressions par quotiens et celle 
des logarithmes, trouvent leur application dans les spécu- , 
lations relatives à l'intérêt de l'argent. Pour entendre ce 
que je vais- dire sur ce sujet, il faut savoir que les 
avantages que procure une somme d'argent à celui qui 
la fait valoir, c'est-à-dire qui l'emploie soit aux échanges 
du commerce , soit à faire exécuter des travaux pro- 
ductifs, sont d'autant plus grands, qu'il peut renouveler 
plus de fois ces échanges, ou multiplier ces travaux. Il 
suit de là qu'un homme qui emprunte une somme d'ar- 
gent pour la faire valoir, doit, en rendant cette somme 
au bout d'un certain temps, y joindre une rétribution 
pour dédommager le prêteur des avantages qu'elle lui 
eût procurés s'il l'avait employée lui-même. Telle est 
l'idée qu'on doit se faire de l'intérêt de l'argent. Pour le 
déterminer, on compare toutes les sommes à celle de 
100 fr. prise pour unité > et on convient de Ce que doit 
rapporter cette dernière au bout d'un temps donné , 
d'une année, par exemple. Ce n'est pas ici le lieu d'ex- 
poser les considérations qui, dans chaque genre de spé- 
culations , font hausser et baisser l'intérêt de l'argent ; 
elles ne peuvent entrer que dans des élémens d'arithmé- 
tique politique et commerciale , qui doivent être précé- 
dés de ceux du calcul des probabilités; et mon objet , 
dans ce qui suit, n'est que de résoudre quelques-uns de* 
problèmes qu'offrent les progressions par quotiens. 
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Je supposerai, en général, que Ton soit convenu 
de donner au bout d'un an, pour la somme 1 , un in- 
térêt désigné par r; il est évident que l'intérêt d'une 
. somme 100, pendant le même temps, sera îoor, que 
celui d'unesomme quelconque a, sera exprimé par dr ; 
et si l'on désigne ce dernier par a , on aura 

Par cette relation, il estfaciledetrouverrintérêtpourune 
somme quelconque, lorsqu'on a celui que donnent 1 oo fr. 
ou même toute autre somme pendant un temps connu; 
cette question s'appelle calcul d'intérêt simple. 

s5j. Mais si le prêteur, au lieu de retirer chaque 
année l'intérêt du capital qu'il a avancé, le laisse entre 
les mains de l'emprunteur , pour le faire valoir conjoin- 
tement avec la somme primitive, pendant l'année sui- 
vante, au bout de cette année le capital aura acquis une 
valeur qu'on trouvera ainsi : le capital primitif étant a, 
augmenté de l'intérêt ar, il deviendra, au bout de 1* 
première année, 

Si maintenant on fait 

c(i+r) = o f , , 

l'intérêt de la somme d pour un an étant dr, celui 
de la somme a (1 +r) , sera, pour une seconde année, 
cr(i +r); et de même qu'au bout de la première an- 
née, le capitale, augmenté de l'intérêt qu'il ^levait rap- 
porter , est devenu a (î+r) , le capital d deviendra, 
à la En de la seconde année , 

SHe prêteur ne retire point encore le capital d 1 à la 
fin de cette année , et qu'il le laisse pendant une troi- 
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sîème année , au bout de celle-ci, il lui sera dû , d'après 
ce qui précède , 

a // ( 1 +0 = a(i+r) s = a (|r . 

On voit sans peine qu'après la quatrième année , tf se- 
rait changé en 

et ainsi de suite; et que par conséquent la somme prêtée 
d'abord et les sommes à rendre à la fin de la première , 
de la seconde , de la troisième, de la quatrième , etc. , 
année, forment cette progression par quotiens : 

-H-a : a ( i +r) : a ( x +r) a : a ( i +r) 3 : a ( i +r)4 : etc. f 

dont le quotient est î-f-r, et le terme général 

a(i+ry=A 9 

le nombre n marquant celui des années écoulées depuis 
l'instant du prêt. 

Soit , par exemple , le taux d'intérêt à 5 pour i oo , 
c'est-à-dire que pour îoo francs prêtés pendant un an , 
on doit rendre io5 francs : on a donc 

ioor=5, ou r=T±ï=£, et i + r = f£. 

Si l'on voulait savoir ce que devient la somme a y aban- 
donnée, ainsi qu'on vient de le dire, pendant 25 années, 
on aurait alors 
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au lieu de la somme primitive, La a5 e puissance de J-J, 
s'évalue promptement par le moyen des logarithmes % 
puisqu'on a (252) ' \ 

\(^\ =251^=23(121 — 120)^0,529733*, 

ce qui donne 



t 
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386 environ , A = 3,386 a ; 



et on voit par là que î ooo francs prêtés de cette manier* 
vaudraient 3386 francs au bout de a5 années , en y 
comprenant les intérêts, etc. 

Si le placement durait îoo ans, on trouverait 



^= fl (ëf= 131 



environ; ainsi î ooo francs produiraient, après cet es- 
pace de temps, une somme de i3iooo francs environ. 
Ces exemples montrent avec quelle rapidité les fond* 
s'augmentent par l'accumulation des intérêts composés» 

a58. L'équation 

A—a(i+ry 

donne lieu à quatre questions : la première , connais- 
sant a y r et n, trouver A, se présente toutes les fois 
qu'on cherche ce que devient le capital après un nombre 
n d'années ; je viens d'en donner un exemple. 

La seconde, connaissant a, A et n, trouver r, con- 
duit au taux d'intérêt par le moyen de la somme pri- 
mitive , de celle qui a été remboursée , et du temps qu'a 
duré le placement; on a dans ce cas 
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H 

=1/? 



La troisième, connaissant A, ret n } trouvera, et 
dans laquelle il vient 

_ A 
a -(i + r)»> 

t pour objet de déterminer le capital qu'il faut placer 
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pour avoir droit, après un nombre n d'années, à une 
somme A. 

La quatrième, connaissant A> a et r, trouver n, ne 
peut se résoudre que par les logarithmes (238, â5s). 
En prenant celui de chaque membre de l'équation 
proposée, il vient 

lA = la + 7 ^K 1 + r )> 
d'où 

_ \A — la 

Par cette dernière , on trouve dans combien d'années 
le capital a doit avoir produit une somme A. 

Pour en tîonner un exemple , je suppose qu'on de- 
monde le temps qu'il faut pour que la somme primitive 
soit doublée, le taux de l'intérêt étant toujours à 5 p. |; 
on aura 

^ = 2û, 1-^^rla-f-la, 

et par conséquent 

la 1 a o,3oio3oo 

71 — ÎH — lax— lao ^ o,oaii8 9 3 — 1 *>* X 
eaviron. 

25g. La question suivante est une des plus compli- 
quées qu'un propose ordinairement sur ce sujet. On 
suppose que le prêteur place chaque année une nouvelle 
somme qu'y joint au capital de cette année, et cela pen- 
dant un nombre n d'années ; on demande quel est , au 
bout de la dernière, le montant de toutes ces sommes 
accumulées avec leurs intérêts composés. Soient a, b % 
c, d> . . . . ft, les sommes placées, la première, la seconde , 
la troisième, la quatrième , etc., année ; la somme a de- ^ 
meurant entre les mains de l'emprunteur pendant un 
nombre n d'années , deviendra 

Elém- d'Algèbre. ia e édition, ' a3 
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a(i-f-r)»; 

la somme b t qui n'y reste que rc — 1 années, Se chah* 
géra en 

la somme c, prêtée pendant i»— -a années seulement» 
deviendra é 

et ainsi des autres; enfin la dernière, ft, qui n'est eïtt*- 
ployée que pendant un an , ne donnera que 

fc(i+r): 
on aura donc 

' ^=a(l+r) ,, +i(l^-r) ,| - , +c(l+r) l, -» +*(i+r). 

En calculant chaque terme du second membre séparé* 
ment, on aura la valeur de A. 

L'opération se simplifie beaucoup lorsque 

a=6 = c=d. . . .=&, 

car dans ce cas on a 

le second membre de cette équation forme une progrès** 
•ion par quotiens, dont le premier terme est a (i+r) , 
le dernier a (1 +r)% le quotient 1 +r, et dont la 
somme est par conséquent 

«C'+^-'P + OflS.), 

on aura donc alors 

r 

Cette équation présente aussi quatre questions,, corres*» 
pondantes à celles que j'ai énoncées sur l'équation 
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aGo. Les placemens qu'on, nomme annuités sont in- 
verses du précédent: c'est l'emprunteur qui a' acquitte 
d'un capital avec ses intérêts , en divers paiemens faits à 
des termes également éloignés. Les paieniens effectués 
par l'emprunteur avant la fin du remboursement , peu- 
Vent être considérés commedesavancesfaîtesau prêteur 
sur ce remboursement, et dont la valeur dépend du 
temps qui s'écou]e entre l'une de ces époques et l'autre» 
Ainsi j en désignant chaque paiement par a, le premier 
paiement qui a Heu n — i années avant l'expiratjon du 
dernier terme , rapporté à cette époque , vaut nécessai- 
rement a ( i +r)" — ' ■, le second, rapporté à la même 
époque , ne vaut que a ( i -f- r)"~~ ' ; le troisième , 
°( 1 + r )''~ 3 > et ainsi des autres jusqu'au dernier, qui 
n'a que la valeur a. Mais d'un autre côté, la somme 
prêtée étant représentée par A, vaudra, eptre les mains 
de l'emprunteur, après n années, un capitale C 1 + r )'"> 
qui devra être égal à .toutes les avances réunies que le 
prêteur a reçues de lui; ou aura donc 
j{(i+r-)*i= a (i+f)*- i +a( l +ry-*+ a (.i+r)~3...+ a , 
ou, en calculant la somme de la progression que forme 
le second membre, 

^ ( ,+o-=°« 1+ f-J, 

'équation dans laquelle on peut prendre alternativement 
pour inconnue la quantités, que j'appellerai lenrîrdê 
l'annuité , parce que c'est la somme qu'elle représente; 
la quantité a, qui est la quotité de l'annuité; la quantité 
T, qui est létaux de l'intérêt, et enfin la quantité n, qui 
exprimela durée de l'annuité. Pour trouver cette der- 
nière , il faut nécessairement recourir aux logarithmes ; 
«n dégage d'abord (î-f-r)", ce qui donne 
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et en prenant les logarithmes , il vient 

>il(i-fr)=la— l(a— Ar)i 
d'où 

le— l(a— v^r) 

n ~ 10+D. • 

s6i. Pour montrer l'usage des formules ci-dessus, 
je les appliquerai à la question suivante : 

Trouver quelle somme il fout donner annuellement 
pour éteindre en Mans, une dette de îoo francs avec ses. 
intérêts pendant ce temps, l'intérêt annuel étant à 5 p, f . 

Dans cet exemple, on connaît les quantités 

.if=ioo, nz=ia, r=— , 

et on demande l'annuité a ; l'équation 

a , . n* û("(ji*f-r)" — il 

^(*+o*= L r — - 

étant résolue par rapport à la lettre a, donne 

Il faut mettre dans Cette expression les valeurs des lettres, 
A, r et n, et pour plus de facilité, calculer d'abord, au 
moyen des logarithmes, la quantité (î+r)** qui rer 
vient à (H) lft , et on trouvera 

(&r= 1,79585. 
Àû moyen de cette valeur, il viendra 

100.^.1,79586 5. 1,79586^ 

i,7g586 — î 0,79586 ' 

et en évaluant la dernière expression, soit immédiate- 
ment, soit par les logarithmes, on trouvera 

0=111,2826: 
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il faudra donc une annuité de n fr ,28 pour .éteindre en 
12 ans le capital ioo fr , le taux annuel d'intérêt étant 
à 5 pour £ . 

26a. De plus grands détails su* ces questions pas- 
seraient les bornes que je me suis prescrites; j'observerai 
seulement que, pour comparer la valeur de plusieurs 
sommes, par rapport à celui qui doit les payer ou les re- 
cevoir, il faut les réduire à la même époque, c'est-à-dire, 
chercher ce qu'elles donneraient de capital à une même 
époque. Un banquier , par exemple, doit une somme a 
payable dans n années ; pour s'acquitter , il donne un 
effet dont la valeur est représentée par b y et doit se 
payer dans p années ; en rapportant la première somme, 
au moment où il effectue son opération , elle ne vaut que 

-z — ■ v n , parce qu'elle doit être cpnsidéree comme la 

valeur primitive d'un capital devenu a, après n années; 
la somme b ne vaut, parla même raison, à cette époque 

Que 7 — ; — ^ • la différence 



(i+r)» (i+r)r 

marquera donc, suivant qu'elle sera positive ou né- 
gative, ce que doit donner ou recevoir le banquier en 
retour de son échange ; et si ce retour ne pouvait se payer 
que dans un nombre q d'années , en désignant par c sa 
Valeur au moment de l'opération , il deviendrait 

cO+r)'; 
en sorte qu'il serait équivalent à 
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Les sommes a, b k, dans le n° a5g , ont to«ta& 

été réduites à l'époque où devait se payer la somme A\ 
et dans le numéro 260, chacun des paiemens, ainsi 
que la somme A , a été rapporté à l'époque où devait sçk 
terminer l'annuité* 
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S les n°* 66 et 73 , j'ai interprété les solutions négatives , 
par l'examen île lYqunti(.n ijuVlles ivrilir-nt immédiatement, ainsi 
que j'en avais usé plus haut ; cl ce moj. en me toujours exact, 

parce qu'il s'agit seulement de montrer .que ■ ntions ont ua 

sens raisonnable, puisqu'elles résolvent deâ questions -nalognes à la 
proposée ; mais il y a souvent plusieurs munières (le former ces ques- 
tions j et la suivante , que m'o comminiitquee fen M. Français , géo- 
mètre distingue, professeur ;< riv:.>lt d'Artillerie deMayeuce, m'a 
«emblé pins simple que celle qu'on trouve dans ces Eléraens. 

a II pense qu'on doit écarter de l'énoncé de la qaeition dn 
» n° 65, l'idée du départ des conriers, pour les supposer en route 

■ depuis un temps indéfini , et qu'en conséquence il faudrait la 
» poser ainsi : Déni mûriers suivent la mt.me route dans le même 
» seni, CA.BC {vb !b)j -/"■'« •7»''/« °"t couru chacun un ' 
v temps quelconque , l'un se trouve cri A à l'instant où l'autre 

u ■ -1 en B ; on connaît leur vitesse et ta distance AB ; on dt- 
1 mande en quel point de ta mute ils se reneontrerfint ? a 
• Cet énoncé conduit a la même équation que celui du n 6 65 ; 
mais n des qu'on établit h continuité du mouvement , la solution 
» négative s'explique ïiins qu'il soit nécessaire rie cLonger la direc- 

■ don de l'un des conriers. En effet, puisque leur mouvement n'a 

■ point commencé iu> points A rA B , mais qne to.is denx, avanl 
a l'instant où on les suppose parvenus a ces points , s'étaient déjà 
> mus de la même manière pendant un temps indéfini , en allant 
* de C vers B , il est facile de concevoir nue le conriec qtti de- 
» Tance à ce point celui qui est alors en A , lequel va moins vite, 

1 dû , a une certaine époque , se trouver en arriéra de celui- 
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>i alors (comme dans l'application de l'Algèbre 
t qu'il faut prendre la dislance AB! dans le sens opposé h la dis- 
» tance AR qu'on a regardée comme positive. Le changement a 
■ faire dans l'énoncé, pour qne la solution négative devienne po- 
li sitive, se réduit a établir que ]e> Copi i«i ont dû se rencontrer 
1 avant d'arriver au point A, au lieu de le faite après, a 



En effet, qnand on place le point R' entre A < 
le mettre entre A a B,aa trouve AB= BR' 
ïésultc l'équation £ — x = a, ta lien de x — y 
obtenue d'abord ; et il n'est pas besoin de changer 
Seconde équation demeurant j =■£- 

M. Français applique, 



[ C. an lien ûe 
-AR-; d'où il 



on moins heureusement, ces considéra- 
remplaçant le» couners par des mobile» 
it continu et commence depuis nu temps 
le problème : « Ztriu mobiles se meuvent 
: même droite CB (png. 109) , Pan dan* 



indéfini. Il énonce ai 

a la direction BO« 

* donnent; ce''* meut dans le premier sens, se trouit 

* en B , un nnmbre connu d'heures avant que l'autre ne soit 
» parvenu en A : on demande, en quel point de la droite indèfii 
1* nie BC se fait leur rencontre ? 

» La solution x = — 48*" veut dire, que les dens mobiles, se 
» sont rencontres au point It, avant que celui qni vien t de C vers B, 
» fût arrivé au point. 4, et que le second, qui va de B vers C , le fût 
» au point C où il se trouve quand l'autre est an point A- » 

La posiiion assignée nu point R se vérifie en observant qu'il ea 
résulte AC=BC- — 4B = cd— - , .-iu i~» <t« «-t- -J'iu'un avait 

obtenu d'abord ("pag- 108) , et par conséquent — = , 

équation qui donne x ~!fî. 

De cette manière , il n'y a aucun renversement a faire au seau 
■ vaille les circonstances 11 m te ri elles du problème 
it changées; et , comme je l'ai dit plus haut , cela prouve qu'il 
î plusieurs questions physiques correspondantes aux même* 
oas mu [hein a tiques : mais les tuonues ci-dessus oui l'avantage 
pas blesser la loi de continuité , et se rapprochent ainsi de 
lignes , qui peint de ta manière U plus simple 
et la plus (stnérale, les circonstances du changement de signe des 
grandeurs. (Voyei le Truite élémentaire de Tlfjiimfl'Hl' e* 
d'application de l'Algèbre à la C^mcLrie.) 



iedeM CQrt V , COljRUER 




i 



t 

I 

I? 



I 



i 



S 



